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P
2 × (−)A

R
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Definition für halbgeordnete Menge (Φ,≤) Versionen

• Conditional Transition System:
f ∶C → Pos((Φ,≤), (PC ,⊇))

• Conditional Bisimulation:
Bisimulationen (Rφ)φ∈Φ, ...., monoton in φ.

[Beohar, König, Küpper, Silva, 2017]

x

z

y
v1, v2

v1, v2

v2

Verallgemeinerte Definitionen für F ∶Pos → Pos
• F hat Versionsfilter ∣φ∶FX → FX (in K̀ ((−)Φ)), wenn ....
• Conditional Bisimulation auf c∶C → FCΦ:

Bisimulationen (Rφ)φ∈Φ, ... , monoton in φ

Theorem Für sog. Upgrade-erhaltende c∶C → FCΦ gilt:
Conditional Bisimilarity = Koalgebraische Verhaltensäquivalenz

Neue Instanz
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Kategorie der Nominellen Mengen
• Elemente halten endlich viele Atome

freie Variablen

von A = {a0

(Variablen-)Namen

, a1, . . .}
• Formalisiert Umbenennen, Allozieren, Binden von Namen:

λx .x =α λy .y ≠α λx .y

Koalgebren
Automaten für unendliches Eingabealphabet A (z.B. FX = 2×XA)
Termbäume mit Bindung (z.B. FX

λ-Bäume
= A + X × X + [A]
Bindungs-Funktor

X )

Theorem Für F ∶∶= N
Konstant ∣ F + F ∣ F × F ∣ Pf ∣ A ∣ [A](−) ∣ (−)A:

Orbit-endliche
F -Koalgebren =

Quotient von endlichen
F ′-Koalgebren in Mengen

(z.B. α-Äquivalenzklassen) Neues Ergebnis

Nominelle Mengen
(Endlicher Support)

Orbit-endliche Verhalten
(Rationaler Fixpunkt)

Unendliche Verhalten
(Finale Koalgebra)↯↯♥♥
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Minimieren
Reduzieren der Zustände

bei gleicher Semantik

Erreichbarkeit
Unerreichbare

Zustände
Entfernen

Verhaltensäquivalenz
Zustände

gleichen Verhaltens
Verschmelzen

dual

Kategorielle Gemeinsamkeiten
Eindeutigkeit, Existenz

⟹

Aber: Algorithmisch verschieden!
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Punktierte Unterkoalgebra

1 C FC

C ′ FC ′

x0

x ′
0

c

h

c ′

Fh

von (C , f , x0)
Definition Erreichbarer Teil

von (C , f , x0) = Kleinste punktierte
Unterkoalgebra

Theorem Wenn F unendliche Schnitte
schwache Bedingung

erhält und die Kategorie
ein Faktorisierungssystem hat:
• Iterative Konstruktion (höchstens abzählbar viele Schritte).
• Konstruktion ist funktoriell, wenn F Urbilder erhält.

Methode

In Mengen:
Breitensuche auf

kanonischem Graph.

In Kleisli-Kategorien:
Annahmen manchmal

erfüllt.

Reduktion
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Neue Methode

Konstruktion des kleinsten Quotienten von c∶C → FC in
Kategorie mit (RegEpi,Mono)-Faktorisierungssystem

Partitionen: Pi ≤ Qi auf C , werden schrittweise verfeinert
Heuristik: Welche Information wird als Nächstes weiterver-
arbeitet?
• Alles gleichzeitig ⇒ Qi+1 = Pi

„Final Chain Algorithmus“ [König, Küpper ’14]
• „Smaller half“ ⇒ S ∈ C/Pi B ∈ C/Qi S ⊆ B mit

∣S∣ ≤ 1
2 ⋅ ∣B∣

Optimierung für Koalgebren in Set:
Inkrementelle Berechnung der Partitionen

Wenn F zippable, d.h. wenn

F(A + B)⟶ F(A + 1) × F(1 + B) injektiv

dann: Qi+1 = Qi ∩ kerχB
S Pi+1 = Pi ∩ ker(χB

S ⋅ c)
(zippable nicht abgeschlossen unter: Komposition, Quotient)

Pseudocode für Verfeinerungs-Schritt,
Refinement-Interface für Funktor-Spezifisches

Encoding: ♭∶FX → B(A × X)
Refinement-Interface für F :
init∶F1→ BA→W
update∶BA ×W →W × F3 ×W

Korrektheit: w ∶PX → (FX →W )
. . . . . .

a1 a2 a3 a4 a5 a6

S B \ S

" "

"

Laufzeitanalyse: O(mKanten

⋅ log n
Zustände) für F ∈ {Pf, M(−), R(−), B, Σ}

Laufzeit: O((m + n) ⋅ log n ⋅ p(C , c))
Fast immer: m ≥ n
Laufzeit-Parameter p(C , c) des Refinement Interfaces:
p(C , c) = log min(∣M∣,m) für M(−) wenn M nicht kürzbar
p(C , c) = maxσ∈Σ ar(σ) für Polynomialfunktor Σ
p(C , c) = 1 sonst

Modularität: Kombination der Funktoren via: +, ×, ◦

Vorverarbeitung durch Erzeugen von Zwischenzuständen:(F ◦ G)-Koalgebren ↝ (F + G)-Koalgebren
Konstruktion in extensiver Kategorie

Implementierung: CoPaR
Kombinierter Set-Funktor F

F -Koalgebra }⟹ Verhaltensäquivalenz
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Systemtyp Funktor FX Laufzeit (m ≥ n) Maßgeschneiderter Algorithmus

Transitions-
Systeme PfX m ⋅ log n = m ⋅ log n Paige, Tarjan 1987

LTS Pf(N × X) m ⋅ log m = m ⋅ log m Dovier, Piazza, Policriti 2004

> m ⋅ log n Valmari 2009

Markov-
Ketten R

(X) m ⋅ log n = m ⋅ log n Valmari, Franceschinis 2010

Determi-
nistische
Automaten

2 × XA (A fest) n ⋅ log n = n ⋅ log n Hopcroft 1971

2 ×Pf(A × X) ∣A∣ ⋅ n ⋅ log n = ∣A∣ ⋅ n ⋅ log n Gries 1973/Knuutila 2001

Segala
Systeme Pf(A ×DX) mD ⋅ log mPf

< m ⋅ log n Baier, Engelen,
Majster-Cederbaum 2000

= mD ⋅ log mPf Groote, Verduzco, de Vink 2018

Colour
Refinement BX = N(X) m ⋅ log n = m ⋅ log n Berkholz, Bonsma, Grohe 2017

Gewichtete
Baum-
Automaten
(Backwards
Bisimulation)

M(ΣX) Neu

M nicht kürzbar
m ⋅ log2 m < m ⋅ n Högberg, Maletti, May 2007

M(ΣX)
M kürzbar

m ⋅ log m =
Σ fest

m ⋅ log n Högberg, Maletti, May 2007
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Systemtyp Funktor FX Laufzeit (m ≥ n) Maßgeschneiderter Algorithmus

Transitions-
Systeme PfX m ⋅ log n = m ⋅ log n Paige, Tarjan 1987

LTS Pf(N × X) m ⋅ log m = m ⋅ log m Dovier, Piazza, Policriti 2004

> m ⋅ log n Valmari 2009

Markov-
Ketten R

(X) m ⋅ log n = m ⋅ log n Valmari, Franceschinis 2010

Determi-
nistische
Automaten

2 × XA (A fest) n ⋅ log n = n ⋅ log n Hopcroft 1971

2 ×Pf(A × X) ∣A∣ ⋅ n ⋅ log n = ∣A∣ ⋅ n ⋅ log n Gries 1973/Knuutila 2001

Segala
Systeme Pf(A ×DX) mD ⋅ log mPf

< m ⋅ log n Baier, Engelen,
Majster-Cederbaum 2000

= mD ⋅ log mPf Groote, Verduzco, de Vink 2018

Colour
Refinement BX = N(X) m ⋅ log n = m ⋅ log n Berkholz, Bonsma, Grohe 2017

Gewichtete
Baum-
Automaten
(Backwards
Bisimulation)

M(ΣX) Neu

M nicht kürzbar
m ⋅ log2 m < m ⋅ n Högberg, Maletti, May 2007

M(ΣX)
M kürzbar

m ⋅ log m =
Σ fest

m ⋅ log n Högberg, Maletti, May 2007
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Segala
Systeme Pf(A ×DX) mD ⋅ log mPf

< m ⋅ log n Baier, Engelen,
Majster-Cederbaum 2000

= mD ⋅ log mPf Groote, Verduzco, de Vink 2018

Colour
Refinement BX = N(X) m ⋅ log n = m ⋅ log n Berkholz, Bonsma, Grohe 2017

Gewichtete
Baum-
Automaten
(Backwards
Bisimulation)

M(ΣX) Neu

M nicht kürzbar
m ⋅ log2 m < m ⋅ n Högberg, Maletti, May 2007

M(ΣX)
M kürzbar

m ⋅ log m =
Σ fest

m ⋅ log n Högberg, Maletti, May 2007
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Neue Methode

Konstruktion des kleinsten Quotienten von c∶C → FC in
Kategorie mit (RegEpi,Mono)-Faktorisierungssystem

Partitionen: Pi ≤ Qi auf C , werden schrittweise verfeinert
Heuristik: Welche Information wird als Nächstes weiterver-
arbeitet?
• Alles gleichzeitig ⇒ Qi+1 = Pi

„Final Chain Algorithmus“ [König, Küpper ’14]
• „Smaller half“ ⇒ S ∈ C/Pi B ∈ C/Qi S ⊆ B mit

∣S∣ ≤ 1
2 ⋅ ∣B∣

Optimierung für Koalgebren in Set:
Inkrementelle Berechnung der Partitionen

Wenn F zippable, d.h. wenn

F(A + B)⟶ F(A + 1) × F(1 + B) injektiv

dann: Qi+1 = Qi ∩ kerχB
S Pi+1 = Pi ∩ ker(χB

S ⋅ c)
(zippable nicht abgeschlossen unter: Komposition, Quotient)

Pseudocode für Verfeinerungs-Schritt,
Refinement-Interface für Funktor-Spezifisches

Encoding: ♭∶FX → B(A × X)
Refinement-Interface für F :
init∶F1→ BA→W
update∶BA ×W →W × F3 ×W

Korrektheit: w ∶PX → (FX →W )
. . . . . .

a1 a2 a3 a4 a5 a6

S B \ S

" "

"

Laufzeitanalyse: O(mKanten

⋅ log n
Zustände) für F ∈ {Pf, M(−), R(−), B, Σ}

Laufzeit: O((m + n) ⋅ log n ⋅ p(C , c))
Fast immer: m ≥ n
Laufzeit-Parameter p(C , c) des Refinement Interfaces:
p(C , c) = log min(∣M∣,m) für M(−) wenn M nicht kürzbar
p(C , c) = maxσ∈Σ ar(σ) für Polynomialfunktor Σ
p(C , c) = 1 sonst

Modularität: Kombination der Funktoren via: +, ×, ◦

Vorverarbeitung durch Erzeugen von Zwischenzuständen:(F ◦ G)-Koalgebren ↝ (F + G)-Koalgebren
Konstruktion in extensiver Kategorie

Implementierung: CoPaR
Kombinierter Set-Funktor F

F -Koalgebra }⟹ Verhaltensäquivalenz
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