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Das SortierproblemDas Su
hproblemKomplexitätsgröÿenWarum ist das interessant?Warum ist das wi
htig?Das Sortierproblem
1 informell:5, 1, 4, 6, 9, 7, 8, 2, 0, 3

↓0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
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Das SortierproblemDas Su
hproblemKomplexitätsgröÿenWarum ist das interessant?Warum ist das wi
htig?Das Sortierproblem2 formal:gegeben: Liste von Datensätzen [D1,D2, . . . ,Dn]jeder Datensatz Di hat S
hlüssel kitotale Ordnung auf der Menge aller mögli
hen S
hlüssel (≤)gesu
ht: Permutation π ∈ σn (σn = Menge der Permutationenvon {1, 2, 3, . . . , n}) mitk
π
−1(1) ≤ · · · ≤ k

π
−1(n) oderk

π
−1(1) ≥ · · · ≥ k

π
−1(n)hierbei bezei
hne π−1 die Umkehrfunktion der Permutation π
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Das SortierproblemDas Su
hproblemKomplexitätsgröÿenWarum ist das interessant?Warum ist das wi
htig?Das Su
hproblem
1 informell: Wel
her Wert gehört zu 7?S
hlüssel 0 1 9 3 4 6 7 8 2 5Satz 9 4 1 2 4 7 6 2 5 2

↓6
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Das SortierproblemDas Su
hproblemKomplexitätsgröÿenWarum ist das interessant?Warum ist das wi
htig?Das Su
hproblem
2 formal:gegeben: Eine Menge S
hl üssel , eine (endli
he) (Multi-)MengeSätze, ein k ∈ S
hl üssel sowie eine Funktion f , die aus derMenge der S
hlüssel in die Menge der Sätze abbildet.gesu
ht: x ∈ Sätze mit f (k) = x oder Fehls
hlag

Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 7/169



Das SortierproblemDas Su
hproblemKomplexitätsgröÿenWarum ist das interessant?Warum ist das wi
htig?VereinbarungenVerglei
hsfunktion 
ompare steht zur Verfügung
ompare(x , y) =







1 falls x > y
−1 falls x < y0 falls x = yx , y S
hlüsselwir arbeiten stets auf Feldern − wahlfreier Zugri�mit Zeigern (Referenzen) − kein Umkopieren von Datensätzenkeine externen Spei
herneindeutige S
hlüsselS
hlüssel − isomorph abbildbar auf die natürli
hen ZahlenSu
he nur S
hlüssel; angehängte Daten sind dann lei
ht zuerrei
hen (z.B. S
hlüssel i : Daten an Position i + 1, oderPosition i in anderer Datei).Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 8/169



Das SortierproblemDas Su
hproblemKomplexitätsgröÿenWarum ist das interessant?Warum ist das wi
htig?Komplexitätsgröÿen
die Anzahl der benötigten paarweisen Verglei
hedie Anzahl der benötigten Zuweisungender benötigte Spei
herplatzKosten werden uniform gemessen.
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Das SortierproblemDas Su
hproblemKomplexitätsgröÿenWarum ist das interessant?Warum ist das wi
htig?Warum ist das interessant?
Computer manufa
turers in the 1960s estimated thatmore than 25 per
ent of the running time of 
omputerwere spent sorting.[. . . ℄ In fa
t, there were manyinstallations in whi
h tasks of sorting were responsible formore than half of the 
omputing time. Donald E. Knuth
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Das SortierproblemDas Su
hproblemKomplexitätsgröÿenWarum ist das interessant?Warum ist das wi
htig?Warum ist das wi
htig?Su
hen und Sortieren tau
ht alsProblem an si
hoder alsTeilproblem eines übergeordneten Problemsbeinahe überall auf, wo Programme oder Daten eine Rolle spielen.Test auf Eindeutigkeit (uniqueness)Eliminierung von DuplikatenVergeben von PrioritätenMediansu
he/Elementauswahl(das k-te Element)Auftrittshäu�gkeiten zählenSortieren ermögli
ht e�zientes Su
hen (die beiden Problemehängen zusammen)Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 11/169



Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)
Teil IISorting I
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)
6 Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)7 Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)
Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Bubblesort � die Idee
Eine Liste ist sortiert wenn nie ein gröÿeres Element vor einemkleineren steht.Betra
hte die Elemente paarweise und drehe alle Paare die�fals
h� stehen um.In jedem S
hritt kommt so das nä
hstgröÿte Element an seinenPlatz.Na
h n S
hritten ist die Liste sortiert.
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Bubblesort � das Beispiel3 5 6 1 4 2
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hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Bubblesort � das Beispiel3 5 6 1 4 23 5 6 1 4 2
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Bubblesort � das Beispiel3 5 6 1 4 23 5 6 1 4 23 5 1 6 4 23 5 1 4 6 23 5 1 4 2 63 1 5 4 2 63 1 4 5 2 63 1 4 2 5 61 3 4 2 5 61 3 2 4 5 61 2 3 4 5 6Groÿe Elemente steigen wie Blasen (�bubbles�) im Wasser na
hoben auf.Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 16/169



Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Bubblesort � der Algorithmusvoid swap (int *a, int *b){int tmp = *a; *a = *b; *b = tmp;}void bubblesort(int *array , int length){for (int i = 0; i < length -1; i++){for (int j = 0; j < length-1-i; j++){if (array[j℄ > array[j+1℄)swap(&(array[j℄), &(array[j+1℄));}}} Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 17/169



Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Bubblesort � die KomplexitätIn jedem S
hritt wird die no
h zu betra
htende Liste um einElement kürzer; also sind im i-ten S
hritt no
h n − i Elementezu betra
hten.Summe über alle i S
hritte:CBubble =
∑n−1i=0 (n − i − 1) =

∑ni=1(n − i) =
∑n−1i=0 iGauÿs
he Summe:

= n(n−1)2 =
(n2)

⇒ Θ(n2)Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Bubblesort � Verbesserung
Bri
h ab wenn in einem inneren S
hleifendur
hlauf keineVertaus
hungen mehr gema
ht werden mussten.Die Liste ist dann bereits sortiert.Ob im aktuellen Dur
hlauf Vertaus
hungen gema
ht wurden oderni
ht kann man mit einem �ag signalisieren.
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Bubblesort � Varianten�ag-VarianteAbbru
h na
h einem Dur
hlauf in dem keine Vertaus
hungmehr gema
ht wurde.Shakersort/Co
ktailsortDie Ri
htung des S
hleifendur
hlaufes wird bei jeder Iterationgeändert, in der Ho�nung dass die Blasen so s
hneller ihrePosition errei
hen.Theoretis
h ist das kein biss
hen besser, praktis
h aber dafürkomplizierter zu implementieren.Ripplesortist genau Bubblesort.Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 20/169



Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Bubblesort � die Bewertung
lei
ht zu implementierensehr s
hnell bei (vor)sortierten Arrays (�ag-Variante)
∼ (n) wenn die Liste komplett sortiert war
Θ(n2) für andere Eingaben ist ni
ht s
hön.
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)
Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Insertionsort � die Idee
Nimm ein beliebiges Element aus dem unsortierten Teil und füge esan die ri
htige Stelle im sortierten Teil.Die ri
htige Stelle wird du
h sukzessives Verglei
hen desEinzufügenden Elementes mit den s
hon sortierten Elementengefunden. (vgl. Spielkarten in der Hand sortieren)Wiederhole das bis kein Element mehr im unsortierten Teilvorhanden ist.
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Insertionsort � das Beispiel3 5 6 1 4 2
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Insertionsort � der Algorithmusvoid insertionsort(int *array , int length){int i, j, key;/*ein element alleine ist sortiert -> j=2*/for (j = 2; j < length; j++){key = array[j℄;i = j-1; /*rue
kwaerts*/while (i > 0 && array[i℄ > key)array[i+1℄ = array[i--℄;/*umkopieren*/array[i+1℄ = key;}} Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 25/169



Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Insertionsort � Variante
Eine Variante von Insertion Sort ist Sele
tion Sort. Hierbei wird ausder unsortierten Teilliste jeweils das Maximum ausgewählt und andie Sortierte angehängt. Diese Variante hat Aufwand Θ(n2)
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Insertionsort � die Komplexität
Um in eine sortierte Liste aus m Elementen ein Elementeinzufügen genügen m Verglei
he (im günstigsten Fall 1).Um im i-ten S
hritt ein Element einzufügen brau
ht man alsomaximal i Verglei
he.
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Insertionsort � die Komplexität
Summiert über alle S
hritte:CInsertion ≤ ∑n−1i=0 i = n(n−1)2 =

(n2)
⇒ O(n2)
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Insertionsort � die Bewertung
einfa
he und s
hnelle Implementierungkein zusätzli
her Spei
herplatzbedarfO(n2), d.h. mindestens so s
hnell wie Sele
tionsort

⇒ lei
ht und s
hnell bei kleinen n
⇒ �bessere� Sortieralgorithmen s
halten oft beim Errei
hen einergewissen minimalen Listenlänge auf Insertionsort um.
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Sortieren dur
h Vertaus
hen (Bubblesort)Sortieren dur
h Einfügen (Insertionsort)Insertionsort � die Verbesserung?
Insertionsort kann in der Praxis verbessert werden indem man zumEinfügen binäre statt linearer Su
he verwendet. (zu binärer undlinearer Su
he später mehr)Es bleibt dabei aber in der Klasse O(n2) hinsi
htli
h der Anzahl dernötigen Vers
hiebeoperationen.Bei den Verglei
hsoperationen kommt es zu einer Verbesserung aufO(n log n).
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Bäume allgemeinBinäre Bäume
Teil IIIExkurs: Binärbäume (binary trees)
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Bäume allgemeinBinäre Bäume
8 Bäume allgemeinWas ist ein Baum?Teile von Bäumen9 Binäre Bäumefast vollständige binäre Bäumevollständige binäre BäumeParameterBeziehungen zwis
hen Parametern
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Bäume allgemeinBinäre Bäume Was ist ein Baum?Teile von Bäumen
Bäume allgemein
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Bäume allgemeinBinäre Bäume Was ist ein Baum?Teile von BäumenWozu dieser Exkurs?der Binärbaum ist eine der wi
htigsten Datenstrukturen in derInformatik.Zur Betra
htung von Algorithmen gehören immer au
h dieverwendeten Datenstrukturen. Diese ges
hi
kt zu wählen istoft s
hon die halbe Arbeit.die im folgenden eingeführten Begri�e und Strukturen werdenuns bei den etwas komplizierteren Algorithmen au
h zurAnalyse dienen.Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 34/169



Bäume allgemeinBinäre Bäume Was ist ein Baum?Teile von BäumenBäume Sa Nb 
 d Gr t sBäume sind besondere Graphen:stark zusammenhängendungeri
htetkeine ZyklenJohannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 35/169



Bäume allgemeinBinäre Bäume Was ist ein Baum?Teile von BäumenBäume
Rekursive De�nition:Ein einzelner Knoten v ist ein Baum.An v können nun beliebig viele Bäume angehängt werden.
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Bäume allgemeinBinäre Bäume Was ist ein Baum?Teile von BäumenBeispiele für Bäumev va va b va
 bvad e 
 b va
 b e d
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Bäume allgemeinBinäre Bäume Was ist ein Baum?Teile von BäumenBezei
hnungen an Bäumenva
 b e dWurzel (v)Blatt, äuÿerer, externer Knoten → Knoten ohne Na
hfolger(
 , b, e, d)innerer, interner Knoten → Knoten der kein Blatt ist (a, v)Elter → der direkte Vorgänger eines Knotens (v ist Elter vona, b, e, d)Kinder → direkte Na
hfolger eines Knotens (a, b, e, d sindKinder von v)Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 38/169



Bäume allgemeinBinäre Bäume Was ist ein Baum?Teile von BäumenBezei
hnungen an BäumenNa
hfolger → v ist N. von v ′ fallsv Kind von v ′Elter von v ist Na
hfolger von v ′(a, b, e, d , 
 sind Na
hfolger von v)Vorgänger (analog)Ges
hwister → Knoten die denselben Elter haben (a, b, e, d)Teilbaum → Jeder Baum der na
h vorhergehender rekursiverKonstruktionsregel ers
ha�en wurde ist Teilbaum des Baumesmit Wurzel vWeg zwis
hen v und v ′ → v ist Vorgänger von v ′Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 39/169



Bäume allgemeinBinäre Bäume fast vollständige binäre Bäumevollständige binäre BäumeParameterBeziehungen zwis
hen Parametern
Binäre Bäume
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Bäume allgemeinBinäre Bäume fast vollständige binäre Bäumevollständige binäre BäumeParameterBeziehungen zwis
hen ParameternBinäre Bäume ab
d ef gEin Baum heiÿt binär wenn jeder Knoten des Baumes maximal zweiKinder hat.
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Bäume allgemeinBinäre Bäume fast vollständige binäre Bäumevollständige binäre BäumeParameterBeziehungen zwis
hen Parameternfast vollständige binäre Bäumeab
d f gh iEin binärer Baum heiÿt fast vollständig wenn:1 alle inneren Knoten bis auf maximal einen haben genau zweiKinder.2 Alle Knoten mit weniger als zwei Kindern be�nden si
h aufden beiden untersten Leveln.3 Die Blätter im gröÿten Level sind von links na
h re
htsaufgefüllt.Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 42/169



Bäume allgemeinBinäre Bäume fast vollständige binäre Bäumevollständige binäre BäumeParameterBeziehungen zwis
hen Parameternvollständige binäre Bäume
ab
 d ef gEin fast vollständiger binärer Baum heiÿt vollständiger binärerBaum wenn sein tiefster Level voll besetzt ist.
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Bäume allgemeinBinäre Bäume fast vollständige binäre Bäumevollständige binäre BäumeParameterBeziehungen zwis
hen Parameternvollständige binäre Bäumeab
 d ef gRekursive Konstruktionsvors
hrift für vollständige binäre Bäume: �bezei
hnet ein Blatt, © einen innere Knoten.
� ist ein vollständiger binärer Baumsind tl , tr vollständige binäre Bäume glei
her Höhe, so ist au
h
{©, tl , tr} ein vollständiger binärer Baumalle anderen Bäume sind keine vollständigen binären BäumeJohannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 44/169



Bäume allgemeinBinäre Bäume fast vollständige binäre Bäumevollständige binäre BäumeParameterBeziehungen zwis
hen ParameternParameterSei t ein binärer Baum so isti(t) = Anzahl der inneren Knoten von t:i(t) =

{ 0 falls t = �1 + i(tl) + i(tr ) falls t = (©, tl , tr )e(t) = Anzahl der äuÿeren Knoten von t:e(t) =

{ 1 falls t = �e(tl) + e(tr ) falls t = (©, tl , tr )s(t) = Gröÿe von t:s(t) =

{ 1 falls t = �1 + s(tl) + s(tr ) falls t = (©, tl , tr )Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 45/169



Bäume allgemeinBinäre Bäume fast vollständige binäre Bäumevollständige binäre BäumeParameterBeziehungen zwis
hen ParameternHöhe und Tiefe von BinärbäumenDie Höhe eines Binärbaumes ist glei
h seiner Tiefe.Oder au
h ni
ht. V. Strehlh(t) = Höhe/Tiefe von t:h(t) =

{ 0 falls t = �1 + max{h(tl ), h(tr )} falls t = (©, tl , tr )
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Bäume allgemeinBinäre Bäume fast vollständige binäre Bäumevollständige binäre BäumeParameterBeziehungen zwis
hen ParameternHöhe von Knoten
Die Höhe des Knoten a ist rekursiv de�nierth(�,�) = 0h(a, (©, tl , tr )) =







0 falls a = ©h(a, tl ) + 1 falls a ∈ tlh(a, tr ) + 1 falls a ∈ tr
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Bäume allgemeinBinäre Bäume fast vollständige binäre Bäumevollständige binäre BäumeParameterBeziehungen zwis
hen ParameternBeziehungen zwis
hen Parametern
Hier werden vollständige binäre Bäume betra
htet, die Parametergelten mit kleinen Korrekturen au
h für die anderen Arten vonbinären Bäumen.
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Bäume allgemeinBinäre Bäume fast vollständige binäre Bäumevollständige binäre BäumeParameterBeziehungen zwis
hen ParameternBeziehungen zwis
hen Parametern
Für binäre Bäume t gelten folgende Aussagen:e(t) = i(t) + 1 ⇒ s(t) = 2i(t) + 1 = 2e(t) − 1h(t) ≤ i(t)e(t) ≤ 2h(t) ⇒ log e(t) ≤ h(t)(Genauer und mit Beweisen na
hzulesen im Skript zu Theoretis
her Informatik 3 von V. Strehl)
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h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortieren
Teil IVSorting II
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortieren10 Haldensortierung (Heapsort)11 Sortieren dur
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ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortieren
Haldensortierung (Heapsort)
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � der Heap
Ein Heap ist ein fast vollständiger Binärbaumin dem jedem Knoten ein S
hlüssel zugeordnet ist undbei dem jeder Knoten die Heap-Eigens
haft hat.Die Heap-Eigens
haft: Der in einem Knoten abgespei
herteS
hlüssel ist ni
ht kleiner als die in seinen Kindern abgespei
hertenS
hlüssel.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die Idee
In einem Heap steht das gröÿte Element stets an der Spitze.Entferne dieses Element und stelle dana
h den Heap wieder her.Sukzessives Wiederholen liefert die Elemente des Heaps in sortierterFolge.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die Datenstruktur
Zwei Heaps mit den Elementen [1 . . . 6]:653 2 41 652 1 43Heaps sind also im Allgemeinen ni
ht eindeutig.

Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 55/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die Datenstruktur
auf einem Heap sind die folgenden Operationen de�niert:
reateheap(array) → heaperstellt einen heap aus einer Reihe von S
hlüsseln.delete_max(heap) → keyliefert das erste Element aus dem Heap zurü
k und lös
ht dieses.reheap(
orrupted heap) → heapstellt in einem zerstörten Heap die Heap-Eigens
haft wieder her.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die DatenstrukturWir realisieren einen Heap als Feld indem wir ihndur
hnummerieren: 6(1)5(2)3(4) 2(5) 4(3)1(6)6 5 4 3 2 1Jetzt gilt für jeden Knoten mit Nummer i :sein linkes Kind hat Nummer 2isein re
htes Kind hat Nummer 2i + 1sein Elter hat Nummer ⌊ i2⌋Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 57/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die DatenstrukturFelder sind ab null indiziert → Indexvers
hiebungEinen Heap mit n Elementen stellen wir in einem Feld mitIndexmenge[0 . . . n− 1] dar, so daÿ für einen Knoten mit Nummer igilt: sein linkes Kind hat Nummer 2i + 1sein re
htes Kind hat Nummer 2i + 2sein Elter hat Nummer ⌊ i−12 ⌋
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � zur ImplementierungSplitte das Feld: vorne liegt der restli
he Heap, hinten die s
honherausgenommenen, sortierten Elemente.
⇒ ein Position links von der Bru
hstelle liegt ein Blatt.reheap: Ersetze die Wurzel dur
h eben dieses Blatt. Vertaus
he esdann so lange na
h unten bis der Heap repariert ist.konkret: Sei v die Wurzel des Heaps; Solange v dieHeap-Eigens
haft ni
ht hat vertaus
he die S
hlüssel in v undseinem gröÿeren Kind (v ′) und setze v = v ′.Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 59/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � der Algorithmusvoid reheap(int *array , int len , int r){int i = r;int j = 2*r+1; /*j ist kind von i*/while (j < len){/*su
he groesseres kind*/if ((j+1 < len) && (array[j+1℄ > array[j℄))j++;/*heap -eigens
haft ist verletzt*/if (array[j℄ > array[i℄){swap(&(array[i℄), &(array[j℄));i = j;j = 2*j+1;} else break;}} Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 60/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � der Algorithmus
void heapsort(int *array , int len){for (int i = len -1; i >= 0; i--) /*
reate heap*/reheap(array , len , i);for (int l = len -1;l >= 1; l--){/*delete_max*/swap(&(array[0℄), &(array[l℄));reheap(array , l, 0);}}
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die Komplexität
Kosten von reheap auf einem Teilbaum mit Wurzel i und Knoten mitNummern kleiner n:reheap beginnt auf dem Level log(i + 1) und steigt maximal bis zumLevel ⌊log n⌋ hinab. (Hier sind die Blätter)
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die Komplexität
Dabei sind bei jedem Levelwe
hsel zwei Verglei
he nötig:Kind mit dem gröÿeren S
hlüssel bestimmenÜberprüfen der Heap-Eigens
haft
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die Komplexität
Man erhält also für die maximale Anzahl an Verglei
hen beimAufruf von reheap am Knoten i in einem Heap mit n Elementen:Creheap(n, i) = 2(⌊log n⌋ − ⌊log(i + 1)⌋)
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die Komplexität
Anzahl der Verglei
he für 
reateheap auf einem Feld mit nElementen: C
reate(n) ≤ ∑n−1i=0 Creheap(n, i) ≤ · · · ≤ 5nBerü
ksi
htigt man zusätzli
h das reheap nur für i < ⌊n2⌋ etwas tutkommt man sogar auf 72n
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die KomplexitätEs bleiben no
h die Kosten für den eigentli
hen Sortiervorgang:Cheap(n) ≤ n−1
∑l=1 Creheap(l , 0)

≤
n−1
∑l=1(⌊log(l + 1)⌋ − ⌊log(1)⌋)

≤ 2 n
∑l=2⌊log(l)⌋

≤ 2 n
∑l=2 log(n)

≤ 2n log(n)Johannes S
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die Komplexität
Insgesamt ergibt si
h also als Komplexität für Heapsort:C
reate + Cheap ∼ 2n log n + 72n

⇒ O(n log n)
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenHeapsort � die Bewertung
etwas aufwändiger zu implementierene
htes in-situ Verfahren, sehr guter PlatzaufwandO(n log n) mit nur kleinen linearen Faktoren ist ziemli
h gut
⇒ einfa
hstes �s
hnelles� Sortierverfahren, das keinenzusätzli
hen Spei
herplatzverbrau
h hat
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ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortieren
Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � die IdeeEine Liste mit nur einem Element ist trivialerweise sortiert.Zwei sortierte Listen zu einer neuen sortierten Listezusammenzufügen ist ebenfalls einfa
h. Man s
haut si
h jeweils diebeiden ersten Elemente der Listen an und nimmt das kleinere in dieneue Liste auf.Man sortiert jetzt indem man erst die Liste in Listen mit nur einemElement zerlegt und diese dann na
h obigem Muster wiederzusammenbaut.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � SplittingZerlegung in Probleme der Gröÿe (1):35614235633 565 6 14211 424 2
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � das BeispielMis
hen: |3 |5 |6 |1 |4 |2
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h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � das BeispielMis
hen: |3 |5 |6 |1 |4 |23 |5 |6 |1 |4 |2
Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 72/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � das BeispielMis
hen: |3 |5 |6 |1 |4 |23 |5 |6 |1 |4 |23 |5 6 |1 |2 4
Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 72/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � das BeispielMis
hen: |3 |5 |6 |1 |4 |23 |5 |6 |1 |4 |23 |5 6 |1 |2 43 |5 6 |1 |2 4
Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 72/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � das BeispielMis
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � der Algorithmusvoid merge(int *a, int *b, int l, int m, int r){for (int i=l, int j=m, int k=l; k < r; k++){if ((j >= r) || (i < m) && (a[i℄ >= b[j℄))b[k℄ = a[i++℄;elseb[k℄ = a[j++℄;}}void 
opy(int *a, int *b, int l, int r){while(l < r) a[l℄ = b[l++℄;} Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 73/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � der Algorithmusvoid mergesort(int *array , int *help , int l, int r){if (l < r){int m = (l + r)/2;mergesort(array , help , l, m - 1);mergesort(array , help , m, r);merge(array , help , l, m, r);
opy(help , array , l, r);}}
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � die Komplexität
Um eine Folge mit n und eine Folge mit m Elementen zu mis
henwerden maximal n + m − 1 Verglei
he benötigt.In jedem S
hritt werden die beiden kleinsten Elemente miteinandervergli
hen.Die Anzahl der Restelemente nimmt dabei in jedem S
hritt um einsab.Ist nur no
h ein Element übrig entfällt der letzte Verglei
h.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � die KomplexitätMan erhält also folgende Rekursionsglei
hung:Cmerge(1) = 0Cmerge(n) = Cmerge(⌈n2⌉) + Cmerge(⌊n2⌋) + n − 1 , n >= 2
= . . .

= (n − 1)⌈log(n)⌉
⇒ Θ(n log(n))Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 76/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenMergesort � die Bewertung
einfa
her Ansatz, aber ni
ht ganz lei
ht zu implementierenverbrau
ht n mehr Spei
herplatz als z.B. heapsortsehr geringe Anzahl an Verglei
hen
Θ(n log(n)) ist eine gute Komplexität

Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 77/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortieren
Shellsort
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenShellsort � die IdeeEine vollkommen unsortierte Matrix ist s
hle
hter als einespaltenweise sortierte Matrix.Wenn wir eine Matrix mit n Spalten spaltenweise sortiert habenund in eine Matrix mit n − k Spalten umformen so ist die neueMatrix bereits vorsortiert und jetzt lei
hter wieder spaltenweise zusortieren.Setzt man das fort bis zu einer Matrix mit nur no
h einer Spalte soist diese Spalte sortiert.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenShellsort � das Beispiel
3, 7, 9, 0, 5, 1, 6, 8, 4, 2, 0, 6, 1, 5, 7, 3, 4, 9, 8, 2 in einer Matrix mit 7Spalten:3 7 9 0 5 1 6 3 3 2 0 5 1 58 4 2 0 6 1 5 → 7 4 4 0 6 1 67 3 4 9 8 2 8 7 9 9 8 2
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenShellsort � das BeispielUmformen in eine Matrix mit 3 Spalten:3 3 2 0 0 10 5 1 1 2 25 7 4 3 3 44 0 6 → 4 5 61 6 8 5 6 87 9 9 7 7 98 2 8 9
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenShellsort � das Beispiel
Umformen in eine Matrix mit 1 Spalte:0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 5 6 8 7 7 9 8 9 T

l0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 T
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenShellsort � der Algorithmus
die Daten sind ni
ht in einem zweidimensionalen Feld, sondernin einem Eindimensionalen, das entspre
hend indiziert wird.in den einzelnen Spalten wird Insertionsort benutzt, da ess
hnell auf vorsortierten Eingaben arbeitet.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenShellsort � der Algorithmusvoid shellsort (int *array , int len ){int i, j, k, h, v;int 
ols [℄ = {1391376 ,463792 ,198768 ,33936 ,13776 ,4592 ,1968 ,861 ,336 ,112 ,48 ,21 ,7 ,3 ,1};for (k = 0; k < 15; k++){ /* spalten */h = 
ols [k℄; /* aktuelle spaltenzahl */for (i = h; i < len ; i ++){ /* spaltenelemente */v = a[i℄;j = i;while (j >= h && a[j-h℄ > v){/* insertion sort */a[j℄ = a[j-h℄;j = j-h;}a[j℄ = v;}}} Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 84/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenShellsort � die Komplexität
Die Analyse ist kompliziert. Sie hängt vor allem von der Folge h abwählt man zum Beispiel h(k) = 2k−1 so erhält man O(n√n)Mit der Folge von Pratt h(p, q) = 2p3q erhält man O(n log(n)2)das ist asymptotis
h besser, die Folge hat aber sehr viele Elemente,was si
h na
hteilig bei vorsortierten Eingaben auswirkt.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenShellsort � die Komplexität
Es gibt no
h andere gute Folgen, aber mit keiner errei
ht manbisher das gewüns
hte O(n log n) im worst 
ase.für den average 
ase ist es ebenfalls ni
ht klar ob man O(n log n)errei
hen kann. Bisher gilt also für Shellsort:

⇒ O(n log(n)2)
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenShellsort � die Bewertungno
h ni
ht vollständig untersu
hter Algorithmusin der Praxis ziemli
h s
hnellgut einstellbar auf bestimmte Regelmäÿigkeiten im Inputmittels der Folge hkaum zusätzli
her Spei
herplatzbedarfmit O(n log(n)2) ni
ht langsam, aber bei ungünstigenEingaben eventuell Einbrü
he.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortieren
Qui
ksort
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � der beliebteste Sortieralgorithmus
klassis
hes, sehr beliebtes � weil im Mittel sehr e�zientes �Sortierverfahrentrotz seiner s
hle
hten E�zienz im worst 
ase → O(n2)bei UNIX das Standardverfahrenbasiert auf dynamis
hem divide-and-
onquerwenig Spei
herplatzbedarf → n + O(log n)
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � die Idee
Ein Splitter in einer Liste L[1 . . . n] ist ein Index j(0 ≤ j ≤ n − 1)mit ∀i < j : L[i ] < L[j ] und ∀k > j : L[j ] < L[k ].Ein Splitter j steht bereits an seiner ri
htigen Position, es genügtalso L[0 . . . j − 1] und L[j + 1 . . . n − 1] zu sortieren.Da die Wahrs
heinli
hkeit für einen zufälligen Splitter sehr geringist muss man si
h die Splitter dur
h Umordnung (�partition�) selbstbes
ha�en.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � die Ideewähle eine Element der Liste als Pivot p (z.B. L[n − 1])dur
hlaufe die Liste einmal komplett und erzeuge dur
hVerglei
he mit p die beiden TeillistenL′[0 . . . j − 1] � enthält Elemente aus L[0 . . .n− 1] die < p sindL′[j + 1 . . . n− 1] � enthält Elemente aus L[0 . . .n− 1] die > psindsetze jetzt L′[j ] = p so ist p ein Splitter für L′[0 . . . n − 1]setze dies rekursiv auf den Teillisten fort bis diese sortiert sindund setze sie wieder zusammen.Johannes S
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � das Beispiel
Bezei
hnungen im Beispiel:Das PivotelementZwei Zeiger die die Liste von links na
h re
hts bzw.umgekehrt dur
hlaufenEin Element das seinen Platz glei
h taus
hen wird
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � der Algorithmusint partition(int *array , int l, int r, int p){int i = l - 1, j = r; /*zeiger*/swap(&(array[p℄), &(array[r℄));p = r; /*pivot na
h re
htsaussen*/while (i < j){do i++; while((i<j) && (array[i℄<array[p℄));do j--; while((j>i) && (array[j℄>array[p℄));if (i >= j)/*swap pivot*/swap(&(array[i℄), &(array[p℄));else /*taus
he normal*/swap(&(array[i℄), &(array[j℄));}return i;/*nae
hstes pivot*/} Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 94/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � der Algorithmusvoid qui
ksort(int *array , int l, int r){if (l < r ){/*terminiere rekursion*/int p = partition(array , l, r, r);if (p - l < r - p){qui
ksort(array , l, p-1);qui
ksort(array , p+1, r);} else {qui
ksort(array , p+1, r);qui
ksort(array , l, p-1);}}}Aus Spei
herplatzgründen wird immer die kleinere Folge zuerstsortiert. Bea
htet man das ni
ht, kann der zusätzli
heSpei
herplatzbedarf bis auf Θ(n) anwa
hsen.Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
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h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � VariantenIt is tempting to try to develop ways to improveQui
ksort: a faster sorting algorithm is 
omputer s
ien
e'sbetter �mousetrap�.Many ideas have been tried and analyzed, but it is easy tobe de
eived, be
ause the algorithm is so well balan
edthat the e�e
ts of improvements in one part of theprogram 
an be more than o�set by the e�e
ts of badperforman
e in another part. R. Sedgewi
kJohannes S
hlumberger Sortieren und Su
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � die KomplexitätEin Element in einer Folge hat den Rang k wenn es in der sortiertenFolge an kter Stelle steht.gearbeitet wird eigentli
h nur in partition:L[0 . . . n − 1] → 〈L′[1 . . . j − 1], L′[j + 1 . . . ]〉falls j = Rang von L[n] in L ist.Daher kann man ansetzen:Cqui
ksort (L) =n − 1 + Cqui
ksort (L′[1 . . . j − 1]) + Cqui
ksort (L′[j + 1 . . . n]falls j = Rang von L[n] in L.Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
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h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � die Komplexitätworst 
ase: Pivot ist Minimum oder Maximum:
⇒ eine der Listen L′ ist leer, d.h. j = 1 oder j = nCmaxqui
ksort (1) = 0Cmaxqui
ksort (n) = n − 1 + Cmaxqui
ksort (n − 1) (n > 1)also (Rekursionsglei
hung lösen)Cmaxqui
ksort (n) = n(n−1)2

⇒ O(n2)Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � die Komplexitätbest 
ase: Pivot ist mittleres Element:
⇒ die Listen L′ sind ziemli
h genau glei
h lang, d.h.j = ⌈n+12 ⌉ oder j = ⌊n+12 ⌋Cminqui
ksort (1) = 0Cminqui
ksort (n) =n − 1 + Cminqui
ksort (⌈n+12 ⌉) + Cminqui
ksort (⌊n+12 ⌋) (n > 1)also (Rekursionsglei
hung aufstellen und lösen)Cminqui
ksort = n log n + O(n)Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � die Komplexität
average 
ase:Annahme: jedes der Elemente hat die glei
heWahrs
heinli
hkeit als Pivot zu dienen ( 1n )Diese Glei
hverteilung vererbt si
h auf die Teilprobleme(Chu-Vandermonde-Identität)
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � die KomplexitätMan erhält folgende Rekursion:C avgqui
ksort (1) = 0C avgqui
ksort (n) =
∑nk=1 1n [(n−1)+C avgqui
ksort (k−1)+C avgqui
ksort(n−k)] (n < 2)vereinfa
hen zu:C avgqui
ksort (n) = n − 1 + 2n ∑n−1k=1 +C avgqui
ksort (k)Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
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h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � die Komplexitätweitere Umformungen:Cavgqui
ksort (n)n+1 =
∑n+1j=3 j/4− ∑nj=2 2/jhier verste
kt si
h die binäre Entropiefunktion:H(p) = −∑ni=1 pi log pi p(p1 . . . pn) 0 ≤ pi ≤ 1und man erhält:2Hn + 4n+1 − 4 = 2 ln n + O(1)

⇒∼ 1.386n log nJohannes S
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � VariantenDie Wahl des Pivotelementes ist ents
heidend, dementspre
hendgibt es zahlrei
he Varianten.Wähle p als arraylänge2Random-Qui
ksort: zufällige Pivotwahl verhindert s
hle
hteInstanzen, O(n2) im worst 
ase bleibt aber (verste
kt) erhaltenMedian-of-three-Qui
ksort: Mittleres von 3 Elementen anfesten Positionen als Pivot wählenRandomized-median-of-three-Qui
ksortJohannes S
hlumberger Sortieren und Su
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � die Bewertungtri
krei
he Implementierungkein in-situ Verfahren, da für jeden no
h zu sortierendenTeilberei
h die Indexgrenzen gespei
hert werden müssens
hle
hter worst 
ase (paradoxerweise sortierte Liste bei dieserImplementierung)aber sehr s
hnell im best 
ase undaverage 
ase O(n log n) mit Vorfaktor ∼ 1.3
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h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenQui
ksort � die Bewertung
A 
arefully tuned version of Qui
ksort is likely to runsigni�
antly faster on most 
omputers than any othersorting method. R. Sedgewi
k

Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 105/169



Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortieren
Eine allgemeine untere S
hranke für das Sortieren
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortierenallgemeine untere S
hranke
Geht es überhaupt no
h s
hneller?
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortierenbinäre Ents
heidungsbäumeBetra
hte beliebigen verglei
hsorientierten Algorithmus A aufeiner Liste mit Länge nstelle den Algorithmus als Baum darinnere Knoten werden mit den ausgeführten Verglei
henbes
hriftetgehe links wenn der Verglei
h im Knoten i , j ergeben hat dassi < j , sonst re
hts (S
hlüssel sind eindeutig)wir erhalten einen binären BaumJohannes S
hlumberger Sortieren und Su
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortierenbinäre Ents
heidungsbäume
Ein Weg im Baum von der Wurzel bis zu einem Blatt stellteinen mögli
hen Ablauf des Algorithmus dar.notiere die zum Ablauf gehörige Permutation an den Blätterneinen sol
hen Baum nennt man binären Ents
heidungsbaumT (A).
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenEnts
heidungsbaum für Mergesort mit n = 41,23,41,32,31234 2,41324 1423 1,42,42314 2413 3412 1,42,41243 2,31342 1432 1,32,32341 2431 3412
3,4...
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das SortierenWir Wissen. . .
n! Permutationen auf einer Liste mit n Elementen → binärerEnts
heidungsbaum hat mindestens n! Blätter.log e(t) ≤ h(t) → Jeder binäre Baum mit n Blättern hatmindestens Höhe ⌈log n⌉.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortierender Tri
kman erhält also sofort folgende Abs
hätzung:CA(n) ≥ h(T (A(n))) ≥ ⌈log(n!)⌉die man mit der Stirlingformel bearbeiten kann:n! = nnen√2πn (1 + O( 1n )
)um zu erkennen, dass für die maximale Anzahl an Verglei
hengilt: Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortierenuntere S
hranke
Jeder verglei
hsbasierte Sortieralgorithmus benötigt auf Folgen derLänge n mindestens n log(n) − 1, 44n Verglei
he.Genauere Analyse zeigt, dass das au
h für die mittlere Anzahl anVerglei
hen gilt.
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Haldensortierung (Heapsort)Sortieren dur
h Mis
hen (Mergesort)ShellsortQui
ksortEine allgemeine untere S
hranke für das Sortierendie Folgen
Heapsort, Shellsort und Mergesort sind asymptotis
h optimalQui
ksort nur im average 
asedie naiven Sortierverfahren sind asymptotis
h ni
ht optimal
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heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)
Teil VSear
hing
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heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)
15 Sequentielle Su
he16 Minimum- und Maximumsu
he17 Qui
ksele
t18 binäre Su
he (binary sear
h)
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Vorbemerkung
Su
hen ist sehr eng mit Sortieren verwandt.In sortierten Strukturen lässt si
h besonders gut Su
hen.Su
hen ist Teilproblem des Sortierens.Sortiere eine Liste so, dass das gesu
hte Element vorne steht (einegeeignete Ordnungsfunktion kann dies leisten).Das Element ist dann beim Sortieren glei
hzeitig gesu
ht worden.
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Sequentielle Su
he
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)sequentielle Su
he � die Idee
Fange am Anfang an und verglei
he jedes Element mit demS
hlüssel.Wenn das aktuelle Element glei
h dem S
hlüssel ist, ist esgefunden; terminiere dann.Wenn das Ende der Liste errei
ht ist, ist das Element ni
ht in derListe.
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)sequentielle Su
he � das BeispielSu
he Wert 6 3 5 6 1 4 23 5 6 1 4 23 5 6 1 4 23 5 6 1 4 23 5 6 1 4 2
⇒ ErfolgSu
he den Wert 7 führt dagegen zum Miÿerfolg.Johannes S
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)sequentielle Su
he � der Algorithmus
int sequentialsear
h(int *array , int len , int key){for (int i = 0; i < len; i++){if (array[i℄ == key)return 1;}return 0;}
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)sequentielle Su
he � die Komplexität
trivialerweise:

⇒ Θ(n)
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)sequentielle Su
he � VariantenAn der Komplexität Θ(n) kann ni
ht gerüttelt werden, aber einigeVarianten ma
hen die Implementierung s
hneller:Qui
ksequentialsear
harray[len℄ bekommt den S
hlüssel zugewiesen. Im Erfolgsfall wird einMiÿerfolg gemeldet falls i == lenDas spart den Verglei
h in der Abbru
hbedingung der for-S
hleife ein.sequentielle Su
he auf sortierter ListeDas Feld wird erst sortiert bevor gesu
ht wird. Man kann dann dieAbbru
hbedingung der for-S
hleife auf i < len && array[i℄ < keyändern. So muss im Miÿerfolgsfall ni
ht die ganze Liste dur
hsu
htwerden. Lohnt si
h erst ab gewisser Feldgröÿe.Johannes S
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)sequentielle Su
he � die Bewertung
sehr lei
hte Implementierungni
ht gerade geistrei
hfür kleine n trotzdem keine s
hle
hte Wahl
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tbinäre Su
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Minimum- und Maximumsu
he
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Minimum- und Maximumsu
he � die Idee
Gehe die Liste sequentiell dur
h und merke jeweils dasgröÿte/kleinste bisher gelesene Element.Am Ende der Liste gilt: das gemerkte Element istMaximum/Minimum.

Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 126/169



Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
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h)Minimum- und Maximumsu
he � das BeispielSu
he Maximum: 3 5 6 1 4 2
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heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Minimum- und Maximumsu
he � das BeispielSu
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Minimum- und Maximumsu
he � der Algorithmus
int maxfind(int *array , int len){int max = array[0℄;for (int i = 1; i < len; i++){if (array[i℄ > max)/* < fuer minfind*/max = array[i℄;}return max;}
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Minimum- und Maximumsu
he � die KomplexitätAnzahl der Verglei
hsoperationen:
∼ n − 1Anzahl der Wertzuweisungen:abhängig von der Anordnung (relative Gröÿe) derListenelementeCmaxmax�nd = n − 1 (aufsteigend sortierte Liste)Cminmax�nd = 1 (absteigend sortierte Liste)max/min�nd haben auf sortierten Listen O(1)Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Minimum- und Maximumsu
he � die Komplexität
Re
ht kompliziert ist die Analyse für den average 
ase; der Wegführt über die Permutationen der Eingabelisten und die Anzahl derin ihnen vorkommenden links-re
hts-Maxima (also neuer lokalerMaxima).
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Minimum- und Maximumsu
he � Komplexität
Zwis
hen n und n − 1 Zuweisungen sind nötig.Genau n − 1 Verglei
he sind nötig.
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)
Qui
ksele
t
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Qui
ksele
t � die Idee
Um das Element mit Rang k in einer Liste zu �nden kann manvorgehen wie bei Qui
ksort.Im Rekursionss
hritt muss jedo
h nur der Teil weiter betra
htetwerden der das gesu
hte Element enthält.

Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 133/169



Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Qui
ksele
t � der Algorithmusint qui
ksele
t(int *array , int len , int k){/*gibt index des elements mit rang k zurue
k*/int pivot = len -1;pivot = partition(array , 0, len -1, pivot);int rank = pivot+1;/*rang des pivot*/if (k == rank)return pivot + 1;if (k < rank)return qui
ksele
t(array , rank -1, k);return pivot + 1 +qui
ksele
t(&(array[pivot -1℄),len -rank, k-rank);} Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 134/169



Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Qui
ksele
t � die Komplexitätbest 
ase:trivial:
⇒ O(1)worst 
ase:Wenn wir als Pivot immer nur das Maximum oder Minimumerwis
hen verkommt Qui
ksele
t zu einem worst-
ase-Qui
ksort.Es geht in jedem S
hritt nur ein Element verloren; das Teilfeld dasni
ht mehr betra
htet werden muss hat minimale Länge.
⇒ O(n2)Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Qui
ksele
t � die Komplexitätaverage 
ase:Wir re
y
len den Qui
ksort Ansatz:C avgqs (n, k) = 0 falls n ∈ [0 . . . 1]C avgqs (n, k) = (n − 1) +1n [

∑k−1r=1 C avgqs (n − r , k − r) +
∑nr=k+1 C avgqs (r − 1, k)

] fallsn ≥ 2Abs
hätzung na
h oben, unabhängig von k :C avgqs (n) = 0 falls n ∈ [0 . . . 1]C avgqs (n) ≤ (n−1)+ 1n ∑ni=1max{C avgqs (i−1),C avgqs (n−i)} fallsn ≥ 2 Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 136/169



Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Qui
ksele
t � die Komplexität
Hier s
hlieÿt si
h ein längli
her Beweis dur
h Induktion an derzeigt, dassC avgqs (n) ≤ 4ngilt.

⇒ O(n)
Johannes S
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)Qui
ksele
t � die BewertungAbfallprodukt von Qui
ksortbei günstigen Eingaben geeignet um Element mit Rang ks
hnell zu �ndenbei mehreren Anfragen na
h einem Element bestimmtenRanges ist sortieren aber besserungünstiger worst 
aseim average 
ase aber besser als andere Selektionsalgorithmen
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)
binäre Su
he (binary sear
h)
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � die Idee
In einer sortierten Liste kann man Su
hen, indem man zuerst ihrmittleres Element betra
htet und si
h dann, davon ausgehend, derRe
hten oder der linken Teilliste zuwendet.Hier wiederholt man den Vorgang solange, bis die zu betra
htendeTeilliste nur no
h ein Element enthält.Ist dieses Element das Gesu
hte ist es gefunden, wenn ni
ht war esni
ht in der Liste. (vgl. Telefonbu
h)
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � das BeispielSu
he 5: 1 2 3 4 5 6
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � das BeispielSu
he 5: 1 2 3 4 5 61 2 3 4 5 6
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � das BeispielSu
he 5: 1 2 3 4 5 61 2 3 4 5 64 5 6
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � das BeispielSu
he 5: 1 2 3 4 5 61 2 3 4 5 64 5 64 5 6
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � das BeispielSu
he 5: 1 2 3 4 5 61 2 3 4 5 64 5 64 5 65
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � das BeispielSu
he 5: 1 2 3 4 5 61 2 3 4 5 64 5 64 5 655
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � der Algorithmusint binarysear
h(int *array , int len , int key){int l = 0, r = len -1;for (int pos = (l+r)/2; l < r; pos = (l+r)/2){if (key >= array[pos℄)l = pos+1; /*re
htes teilarray*/elser = pos;/*linkes teilarray*/}return (l==key);} Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 142/169



Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � die KomplexitätSei n ∈ [2k−1 . . . 2k − 1]:na
h dem Teilen der Liste müssen wir maximal no
h eine Listemit ⌈ (2k−1)−12 ⌉ Elementen dur
hsu
hen.Ist die Liste nur no
h einelementig brau
hen wir nur no
heinen weiteren Verglei
h.Da zu Beginn gilt:k = ⌈log(n + 1)⌉ benötigen wir insgesamtmaximal ⌈log(n + 1)⌉ Verglei
he.
⇒ O(log(n))Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 143/169



Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � binäre Su
hbäume
Ein binärer Su
hbaum ist ein binärer Baum in dem jeder Knoten dieSu
hbaumeigens
haft erfüllt:Der in einem Knoten x abgespei
herte S
hlüssel ist gröÿer bzw.kleiner als jeder S
hlüssel, der in einem Knoten des linken bzw.re
hten Teilbaumes von x abgespei
hert ist.
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � binäre Su
hbäume
ein binärer Su
hbaum aus der Liste [1 . . . 9]6421 3 5 87 9
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � binäre Su
hbäume
Su
hen:Verglei
he den gesu
hten S
hlüssel mit dem S
hlüssel im Knoten.Ist der S
hlüssel glei
h, terminiere erfolgrei
h.Ist er gröÿer, su
he im re
hten Teilbaum weiter, ist er kleiner imLinken.Gibt es keinen Teilbaum mehr, terminiere erfolglos.

Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 146/169



Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � binäre Su
hbäume
Einfügen:Su
he na
h dem S
hlüssel im Baum. Ist die Su
he erfolgrei
h,terminiere.Wenn ni
ht ist man jetzt in einem Blatt. Ma
he aus dem Blatteinen inneren Knoten und füge den S
hlüssel abhängig vom Wertdes Knotens als linkes oder re
htes Kind an.
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � binäre Su
hbäume
Die Form eines Su
hbaumes hängt von der Einfügereihenfolge ab.war die Liste sortiert, verkommt der Baum zum Beispiel zu einerListe.Es gibt bessere Datenstrukturen, die das verhindern, z.B.AVL-Bäume.
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Sequentielle Su
heMinimum- und Maximumsu
heQui
ksele
tbinäre Su
he (binary sear
h)binary sear
h � die Bewertung
brau
ht eine sortierte Datenstrukturdann aber mit maximal log(n) Verglei
hen sehr s
hnellist das Standardverfahren für Su
hen
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CC++Java
Teil VIBibliotheksfunktionen
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CC++Java
C
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CC++Javaqsort#in
lude <stdlib.h>void qsort(void *base , size_t nel ,size_t width ,int (*
ompare) (
onst void *,
onst void *));qsort sortiert die ersten nel Elemente eines Arrays base ausElementen der Gröÿe width bytes mittels der Funktion 
ompare.
ompare(x , y) =







1 falls x > y
−1 falls x < y0 falls x = yJohannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 152/169



CC++Javabsear
h#in
lude <stdlib.h>void bsear
h(
onst void *key , 
onst void *base ,size_t nmemb , size_t width ,int (*
ompare) (
onst void *,
onst void *));bsear
h su
ht den S
hlüssel key in den ersten nmemb Elementeneines Arrays base aus Elementen der Gröÿe width bytes mittels derFunktion 
ompare.Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 153/169



CC++JavaC BeispielBeispiel für eine Funktion, die Integer sortiert oder dana
h su
ht:int int
ompare_
ast(
onst void *i, 
onst void *j){if (*(int *)i > *(int *)j) return 1;if (*(int *)i < *(int *)j) return -1;return 0;}int int
ompare(int *i, int *j){if (*i > *j) return 1;if (*i < *j) return -1;return 0;} Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 154/169



CC++JavaC BeispielAufruf:#define MAXNUMBER 500#define KEY 42int main(int *arg
 , int **argv){int array[MAXNUMBER℄; /*...*/qsort((
har *) array ,MAXNUMBER , sizeof(int),int
ompare_
ast);bsear
h(KEY , (
har *) array ,MAXNUMBER , sizeof(int),(int (*) (
onst void *, 
onst void *))int
ompare);} Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 155/169



CC++Java
C++
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CC++Java(stable_)sort#in
lude <algorithm >void sort(RandomA

essIterator begin ,RandomA

essIterator end);void sort(RandomA

essIterator begin ,RandomA

essIterator end ,BinaryPredi
ate op);void stable_sort(RandomA

essIterator begin ,RandomA

essIterator end);void stable_sort(RandomA

essIterator begin ,RandomA

essIterator end ,BinaryPredi
ate op);Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 157/169



CC++Java(stable_)sort
Die Methoden sortieren die Elemente zwis
hen begin und endmittels des Operators < der Klasse oder mittels einer speziellenVerglei
hsfunktion op.Die stable_sort-Varianten sortieren stabil (d.h. glei
he Elementebehalten ihre ursprüngli
he Reihenfolge bei).
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CC++JavaC++#in
lude <algorithm >using namespa
e std;bool operator <(
onst Student& a, 
onst Student& b){return a.s
ore < b.s
ore;}int main(){student a[MAXNUMBER℄;sort(a, a+MAXNUMBER);} Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 159/169



CC++JavaC++#in
lude <algorithm >template <
lass InputIterator,
lass EqualityComparable>InputIterator find(InputIterator first ,InputIterator last ,
onst EqualityComparable& value);�nd liefert den ersten iterator zwis
hen �rst und last, dessen Wertvalue entspri
ht;Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 160/169



CC++JavaSTLDie STL hält au
h no
h einige andere nützli
he Funktionen bereit,die in den Kontext passen:#in
lude <algorithm >template <
lass RandomA

essIterator > inlinevoid nth_element(RandomA

essIterator First ,RandomA

essIterator Nth ,RandomA

essIterator Last);//liefert das n-groesste Element aus einem Containertemplate <
lass ForwardIterator >ForwardIterator unique(ForwardIterator first ,ForwardIterator last);//entfernt aufeinander folgende glei
he ElementeJohannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 161/169



CC++Java
Java
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CC++Javasort
import java.util.Arrays;stati
 void sort(Obje
t[℄ a);stati
 void sort(Obje
t[℄ a, Comparator 
);Sortiert das Array a aufsteigend.Wahlweise na
h natürli
her Ordnung oder mittels Comparator 
.
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CC++JavabinarySear
h
import java.util.Arrays;stati
 void binarysear
h(Obje
t[℄ a, Obje
t key);stati
 void binarysear
h(Obje
t[℄ a, Obje
t key ,Comparator 
);Su
ht im Array a na
h dem Objekt key.Wahlweise na
h natürli
her Ordnung oder mittels Comparator 
.
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Ausbli
k
Sorting is a problem of whi
h we 
an prove a nontriviallower bound. Our best upper bounds mat
h the lowerbound asymptoti
ally, and so we know that our sortingalgorithms are asymptoti
ally optimal. An attribute that isvery rarely found. Cormen, Leiserson, Rivest, Stein
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Ausbli
k
Even if sorting was almost useless, there would be plentyof rewarding reasons for studying it anyway! Theingenious algorithms that have been dis
overed show thatsorting is an extremely interesting topi
 to explore in itsown right. Many fas
inating unsolved problems remain inthis area, as well as quite a few solved ones.Donald E. Knuth

Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 166/169



LiteraturDonald E. Knuth: The Art of Computer Programming. 2ndEdition. Vol. 3 Sorting and Sear
hing, Addison-Wesley1998Steven S. Skiena: Programming Challenges. TheProgramming Contest Training Manual. Springer, 2003Thomas H. Cormen e.a.: Introdu
tion to Algorithms. 2ndEdition. MIT Press, 2001Volker Heun: Grundlegende Algorithmen. Einführung inden Entwurf und die Analyse effizienter Algorithmen.2. Auflage. Vieweg, 2003Volker Strehl: Theoretis
he Informatik 3.(Vorlesungsskript im WS 2005/06 in glei
hnamigerVeranstaltung an der FAU Erlangen/Nürnberg ), 2005/06Johannes S
hlumberger Sortieren und Su
hen 167/169



Danke...
für eure Aufmerksamkeit!
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Alles klar?
Gibts Fragen?
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