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Grundlagen

Def (Aquivalenzrelation). Sei X eine Menge, R C X x X
eine Relation auf X. Man nennt R Aquivalenzrelation
wenn

reflexiv: Vo € X. (z,2) € R
symmetrisch: Vz,y € X. (z,y) € R = (y,z) € R
transitiv: Vz,y,2 € X. (z,y) € RA (y,2) € R =

(x,z) €R

Def (Halbordnung). Eine Halbordnung <C M x M auf
einer Menge M ist eine Relation mit
Reflexivitat m < m fir alle m e M
Transitivitat m < nAn < p = m < p fir alle
m,n,p € M
Antisymmetrie m < nAn <m = m = n fur alle
m,n €M
Eine totale Ordnung ist eine Halbordnung (M, <) mit
m<nVn<m fir alle m,n € M.
Ein Element x € A in einer Teilmenge A einer Halbord-
nung M heifit maximal, wenn m < z fiir alle m € A.
Eine Kette in einer Halbordnung (M, <) ist eine
Teilmenge K C M die total geordnet ist.
Eine Menge M heifit induktiv geordnet wenn jede
Kette K C M ein maximales Element besitzt.

Lem (Zorn). Jede nicht leere induktiv geordnete Menge
M besitzt ein maximales Element.

Bem (Urbilder). Sei f: X =Y, A, B, A; CY dann gilt:
) =x

f7H(ANB) = _1( )\f_l(B)
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A) =
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Bem. Eine Abbildung f: X — Y ist

injektiv wenn Va,b € X. f(a) = f(b) = a =0

surjektiv wenn Vy € Y. 3z € X. f(x) =
bijektiv wenn f injektiv und surjektiv

Def. Sei X eine Menge und f: X — R eine Abbildung.
Der Trager von f ist die Menge {z € X | f(z) # 0}.

Def ((Ko) Einschrénkung). Sei f: X — Y eine Abbildung
und A C X eine Teilmenge. Dann ist die Einschrankung
fla: A=Y gegeben durch f|,(x) = f(x).

Sei B C Y. Dann ist die Koeinschrankung die
eindeutige Abbildung f\B: X - Bmit f=1p0 f|B Sie
existiert g.d.w. f (X) C B.

Algebra

Def (Monoid). Ein Monoid ist eine Menge M mit

einer Abbildung ®: M x M — M (Multiplikation) und

neutralem Element e € M sodass

Assoziativitit a® (b®c) = (a®b)®@c fiir alle a,b,c € M.

Links- und Rechtsneutralitit e ® a = a = a ® e fiir
alle a € M.

Def. Seien (X, ®,ex) und (Y, @, ey) Monoide. Eine Abbil-
dung f: X — Y heifit Monoidhomomorphismus, wenn
o fla®b) = f(a)® f(b) fur alle a,b € X

« flex)=ey

Lem. Monoide und Monoidhomomorphismen bilden die
Kategorie Mon.

Def (Gruppe).
mit einer Abbildung (—) ™"
a@a

fiir alle @ € X.
Eine Gruppe heifit abelsch, wenn ® kommutativ ist.

Eine Gruppe ist ein Monoid (M, ®,e)
: M — M sodass

1=e:a_1®a

Def. Seien (X, ®,ex, (f)_l) und (Y, ®, ey, (7)_1) Grup-

pen. Eine Abbildung f: X — Y heifit Gruppenhomo-

morphismus, wenn f ein Monoidhomomorphismus ist und
f (o) = 1)

fir alle a € X.

Lem. Gruppen und Gruppenhomomorphismen bilden die
Kategorie Grp.

Def (Korper). Ein Korper ist eine Menge F mit
Abbildungen +,-: F x F — F, genannt Addition und
Multiplikation, sodass

e (F,+) bildet eine abelsche Gruppe mit neutralem
Element 0 € F.
e (X,-) bildet einen Monoid mit neutralem Element 1 € F.
o - distributiert {iber +:
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) fir alle a,b,c € F

Def (Vektorraum). Ein Vektorraum V iiber einem Korper
F ist eine Menge V mit Abbildungen +: V xV — V
und -: F x V. — V, genannt Vektoraddition und
Skalarmultiplikation, sodass

e (V,+) formen eine abelsche Gruppe mit neutralem
Element 0 € V.

e a-(b-v)=(a-b)-viirallea,beF vel.

e 1-v =vflur alle v € V, wobei 1 € F das neutrale
Element beziiglich der Kérpermultiplikation ist.

e a-(ut+v)=(a-u)+(a-v)firalleaeF,uveV.

e (a+b)-v=(a-v)+(b-v)firalea,beF,veV.

Def (Lineare Abbildungen). Seien V' und W Vektorrdume
iber einem Koérper F. Eine Abbildung f: V' — W heifit
linear wenn fir alle u,v € V, ¢ € F gilt:

o flutv)=F(a)+ 1(v)
o fle-w)=c f(w)

Def (Differenzierbarkeit). Eine Abbildung f: R™ — R"
heifit differenzierbar in einem Punkt xy wenn eine
lineare Abbildung J: R™ — R"™ existiert mit

L o+ h) — fwo) —

IWller _
A0 [l

Def. Eine Abbildung f heif3t stetig differenzierbar, wenn
sie differenzierbar und ihre Ableitung stetig ist.
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Metrische Raume

Def (Metrischer Raum). Ein metrischer Raum ist eine

Menge M mit einer Abbildung d: M? — R mit

Positivitat: d(z,y) > 0 und d(z,y) =0 < z =y fur
allex,y e M

Symmetrie d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € M

Dreiecksungleichung d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) fir alle
z,y,z € M

Def. Sei (M, d) ein metrischer Raum, x € M. Der offene
Ball von Radius r um z ist
B, (z) ={y € M | d(z,y) <r}

Def. Eine Teilmenge S eines metrischen Raumes (M, d)
heifit beschriankt, wenn ein r > 0 existiert mit d(x,y) < r
fir alle z,y € M.

Kategorientheorie

Def. Eine Kategorie C besteht aus

o einer Klasse ObC von Objekten

o fir X;Y € ObC einer Menge Hom¢ (X,Y) von
Morphismen

o fiir X,Y,Z € Ob( einer Kompositionsabbildung

o: Home (Y, Z) x Home (X,Y) — Home (X, Z)

sodass

e fo(goh) = (fog)oh fir alle f, g, h in den
entsprechenden Hom-Mengen.

o fiir alle X € ObC ist idx € Home (X,X) mit
idyof = f und goidy = g¢g fur f, g in den
entsprechenden Hom-Mengen.

Notation. f: X - Y = f € Home (X,Y)

Def. Eine Kategorie C heifit klein wenn Ob(C) eine echte
Menge ist.

Def. Ein Morphismus f: X — Y heifit Isomorphismus
wenn ein ¢g: Y — X existiert mit g o f = idx und
fog=idy.

Def. Sei C eine Kategorie mit Aquivalenzrelationen
~x,y< Home (X, Y)2 mit

f~xy f €Home (X,Y)Ag~yzg € Home (V,Z) =

gofr~xzgolf
Dann existiert die Quotientenkategorie C. mit
Objekten Ob(C.) := Ob(C) und Morphismen
Home_ (X,Y) :=Home (X,Y) /oy

Def. Eine kleine Kategorie in der jeder Morphismus ein
Isomorphismus ist heiit Gruppoid.

Def (Funktor). Seien C, D Kategorien. Ein Funktor

F: C — D besteht aus:

e einer Zuordnung X — F(X), fir X € Ob(C)

o fiir zwei Objekte X,Y € Ob(C) einer Abbildung
Home (X,Y) — Homp (F(X), F(Y))

sodass
F(fog)=F(f)oF(g)
F(idX)ZidF(X)

fir alle X,Y,Z € Ob(C), f € Home(X,Y),

g € Home (Y, 2)

Def (Natiirliche Transformationen). Seien C, D Kate-
gorien und F,G: C — D Funktoren. Eine natiirliche
Transformation 7n: F' = G besteht aus Komponenten-
morphismen

nx: F(X) - G(X)
fir alle X € Ob(C) sodass

Fx) 29 Py

|

G(Y)

nx

kommutiert fiir alle f € Home (X,Y).

Bem. Seien C, D Kategorien. Dann bilden Funktoren
von C nach D und natiirliche Transformationen die
Funktorkategorie D€,

Bsp. Fiir Kategorien C, D weist der Funktor A: D — D¢
einem Objekt X € D den konstanten Funktor
AX):C—D
Y= X

] o

=X

zu.

Def ((Ko)Kegel). Seien J, C Kategorien. Ein Funktor
F: 7 — C heifit Diagramm in C.

Ein Kegel mit Kegelspitze C € Ob(C) iiber einem
Diagramm F': J — C ist eine natiirliche Transformation
A: A(C) = F, ein Kokegel mit Nadir C € Ob(C) eine
natiirliche Transformation v: F — A(C).

Ein Kegelmorphismus zwischen Kegeln A: A(C) = F
und n: A(C’') = F ist ein Morphismus f: C — C’
sodass Ax = nx o f fir alle X € Ob(J). Analog werden
Kokegelmorphismen definiert.

Bem. Sei F': J — C ein Diagramm in C. Die Kegel iiber
F mit Kegelmorphismen bilden die Kategorie cone(F).
Die Kokegel iiber F' mit Kokegelmorphismen bilden die
Kategorie cocone(F).

Def ((Ko)Limes). Sei F': J — C ein Diagramm.

Ein Objekt C' € Ob(C) mit Kegel A\: A(C) = F heifit
Limes von F wenn fiir jeden Kegel n: A(C') = F ein
eindeutiger Kegelmorphismus h: ¢’ — C existiert.

Ein Objekt C' € Ob(C) mit Kokegel v: F' = A(C) heift
Kolimes von F wenn fiir jeden Kokegel n: F = A(C)
ein eindeutiger Kokegelmorphismus h: C — C” existiert.

Bsp.

e Sei J die leere Kategorie, F': J — C. Der Limes von
F heifit dann terminales Objekt von C. Der Kolimes
von F heif}t initiales Objekt von C.

o Sei J :={e4 ep}, F: J — C. Der Limes von F ist
das Produkt F(e4) x F(ep). Der Kolimes von F ist
das Koprodukt F(e4) + F(eg).

o Sei J = {ex Loy L oy}, F': J — C. Der Limes von
F ist der Pullback von F(p) und F(q).

o Sei J = {eox Loyl oy}, F': J — C. Der Kolimes
von F ist der Pushout von F(p) und F(q).

Topologische Raume und stetige Abbildungen

Def (Topologischer Raum). Fiir eine Menge X ist
Ox C P (X) eine Topologie auf X wenn:
Tl @€ Ox und X € Ox
T2 wenn O; € Ox fiir alle i € I dann (J,; O; € Ox
T3 wenn O; € Ox fir alle i € I und I endlich, dann
Nies Oi € Ox
Eine Teilmenge O C X heifit offen in (X,Ox) wenn
O € Ox. Sie heifit abgeschlossen, wenn X \ O offen ist.
Eine Menge die sowohl offen als auch abgeschlossen ist
heiflt abgeschloffen.



Bsp. ¢ Auf der einelementige Menge {e} existiert genau
die Topologie {@, {e}}.

Bsp (Metrische Topologie). Sei X, d ein Metrischer Raum.
Die metrische Topologie auf X ist
04 ={0CX|VzeO.3¢ >0.B.(z) CO}

Def. Sei X eine Menge und Oy, O; Topologien auf X.
Dann ist Oy feiner als O; und O; grober als Oy wenn
Op 2 Os.

Def. Fiir eine Menge X sind
e Ogsk = P (X) die diskrete Topologie
¢ Oin—{g,x) die indiskrete Topologie
Topologien auf X.
Die diskrete Topologie ist die feinste, die indiskrete
Topologie die grobste Topologie auf X.

Def. Fiir eine Menge X ist
Okot = {O C X | X\ O endlich} U {@}
die kofinite Topologie auf X.
Wenn X endlich ist gilt Ogsx = Okof-

Def (Umgebung). Sei (X,Ox) ein topologischer Raum.
Eine Teilmenge U C X heifit Umgebung eines Punktes
x € X wenn eine offene Menge O € Ox,0 C U mit x € O
existiert.

Notation. Bezeichne mit U (x) die Menge der Umgebun-
gen von .

Bem. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum, z € X. Dann

gilt:

l.ist UeU(z) und U CV sogilt V el (x)

2. Vereinigungen von Umgebungen sind Umgebungen

3. endliche Schnitte von Umgebungen sind Umgebungen

4. Eine Teilmenge O C X ist offen g.d.w. sie eine
Umgebung all ihrer Punkte ist.

Def. Ein topologischer Raum X erfillt das
1. Abziahlbarkeitsaxiom wenn fiir alle x € X ei-
ne Familie (Up), oy von Umgebungen U,, € U () existiert
sodass fir jede Umgebung U € U (z) ein n mit U, C U

existiert. (Up),,cy heiit dann Umgebungsbasis.

Sei (X, Ox) ein topologischer Raum.

Def (Innere). Das Innere M einer Teilmenge M C X ist

]\04::UO

0e0x
oCcM

Def (Abschluss). Der Abschluss M einer Teilmenge

M C X ist
M::ﬂA

ACX abg.
MCA

Def (Rand). Der Rand einer Teilmenge M C X ist
OM = M \ M

Def. Eine Teilmenge M C X heifit dicht in X wenn
M=X.

Lem. Seien (X,Ox), (Y,Oy) topolische Rdume und Y
hausdorffsch, f: X =Y, g: X — Y stetige Abbildungen
mit f(a) = g(a) fur alle a in einer dichten Teilmenge
A C X. Dann gilt f =g.

Bem. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum und M C X.
Dann gilt:

me]\o/[ «— JUelU(x). UCM < MelU(x)
reEM <= YVUeU(x).UNM+2 — X\M¢U(z)
€M <« YU elU(z).UNM#@#UnN(X\M)

Bem. Sei (X,0x) ein topologischer Raum, A, B C X.
Dann gilt

ANBCANB
AUBC AUB
AUB=AUB
ANB=ANB

Def. Sei M C P (X). Dann ist
My= (] O

MCOCP(X)
O Topologie

die von M erzeugte Topologie. Sie ist die grobste
Topologie die M enthélt.

Bsp. Sei X eine totale Ordnung. Dann heifit die von der
Subbasis

UleeXa<atu{beX|z<b}

rzeX
generierte Topologie die Ordnungstopologie auf X.

Def. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge

M C P (X) heifit

Subbasis der Topologie Ox wenn Ox die von M
erzeugte Topologie ist (Ox = (M)

Basis der Topologie Ox wenn M C Ox und jede Menge
in Ox eine Vereinigung von Mengen aus M ist.

Def. Ein  topologischer Raum  erfiillt das
2. Abziahlbarkeitsaxiom wenn er eine abzédhlbare
Basis besitzt.

Bsp. Fiir alle n € N erfiillt R™ mit der Standardtopologie
das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom.

Lem. Erfiilllt ein Raum das 2. Abzidhlbarkeitsaxiom, so
erfillt er auch das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom.

Def. Seien (X,0x), (Y,Oy) topologische Rdume. Eine
Abbildung f: X — Y heifit stetig wenn
OeOy = [71(0)e0x

Bem (Stetigkeitsbedingungen). Eine  Abbildung

f: X =Y ist stetig g.d.w.

e das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge A C Y
abgeschlossen in X ist.

o fiir alle Teilmengen S C X gilt

f(S) Cr(S)

Bem (Top). Topologische Rdume und stetige Abbildungen

bilden die Kategorie Top. Es gilt also:

e Sind f: X =Y und ¢g: Y — Z so ist ihre Komposition
go f: X = Z ebenso stetig.

o Fiir jeden topologischen Raum X ist die Identitatsab-
bildung idx stetig.

Def. Eine Abbildung f: X — Y heifit
o offen wenn Bilder offener Teilmengen offen sind



¢ abgeschlossen wenn Bilder abgeschlossener Teilmen-
gen abgeschlossen sind

Def (Homoomorphismen). FEine stetige Abbildung
f: X — Y heilt Homoomorphismus wenn f bi-
jektiv und die Umkehrung f~':Y — X stetig ist.
Zwei topologische Rdume X, Y heiflen hom6omorph
(X 2Y) wenn ein Homéomorphismus f: X — Y existiert.
Homd&omorphismen sind die Isomorphismen in Top.

Bem. Es gilt:
f Homdomorphismus

<= f bijektiv und offen
<= f bijektiv und abgeschlossen

Bsp (Homoomorphe Riume).
« R" =B, (0) CR"
« D" 210,1]?

Zusammenhang und Trennung

Def. Ein topologischer Raum (X, Ox) heifit zusammen-

hangend, wenn keine disjunkte Zerlegung von X in zwei

nicht leere offene Mengen O, O; existiert:

X=00UO1 mit ,0gNO1 =@ — Og=2V0O, =0
Ein topologischer Raum heifit lokal zusammenhéin-

gend wenn jede Umgebung eines Punktes x € X eine

zusammenhdngende Umgebung von x enthélt.

Def (Weg). Sei (X,Ox) ein topologischer Raum. Eine
stetige Abbildung ~: [0,1] — X mit 2 = ~(0) und
y = y(1) heift Weg in X von z nach y.

Seien v und ¢ Wege in X mit ¢(0) = ~(1). Dann
existiert ein Weg ¢ * v (genannt die Verkettung von =
und ¢) von «(0) nach (1) gegeben durch

v (2 - 1) i€[0,1/2]
(Cx7)(4) {C(Q.Z’_l) i€ [1p,1]

Sei v ein Weg in X. Dann existiert ein Weg 7 (genannt
die Umkehrung von 7) von (1) nach v(0) gegeben durch
(i) = 7(1 - i)

Def. Ein Weg von z € X nach y € X in einem
topologischer Raum (X, Ox) ist eine stetige Abbildung
~:[0,1] = X mit v(0) =z und y(1) = y.

Ein topologischer Raum heifit wegzusammenhingend
wenn zu zwei Punkten z,y € X immer ein Weg v von =
nach y existiert.

Ein topologischer Raum heifit lokal wegzusammen-
hangend wenn jede Umgebung eines Punktes © € X eine
wegzusammenhédngende Umgebung von = enthélt.

Satz. Ist ein topologischer Raum (X, Ox)

o wegzusammenhédngend, so ist er auch zusammenhéan-
gend

o lokal wegzusammenhéngend, so ist er auch lokal
zusammenhangend

o wegzusammenhingend und f: X — Y stetig, so ist
auch (f(X),Ox)cy) wegzusammenhéngend.

¢ lokal wegzusammenhéngend, so ist er wegzusammen-
héngend g.d.w. er zusammenhéngend ist.

Def. Fiir einen topologischen Raum (X, Ox) existieren
die Aquivalenzrelationen

T ~c Yy = es gibt einen Teilraum M C X mit x,y € M *
x ~w Yy == es gibt einen Weg ~: [0,1] — X von z nach y

Die Aquivalenzklasse C () von = € X beziiglich ~c heift
Zusammenhangskomponente, die Aquivalenzklasse
W (x) heifit Wegkomponente von z.

Lem. Ist eine Menge M abgeschloffen in einem to-
pologischen Raum X, so ist M eine Vereinigung von
Zusammenhangskomponenten in X.

Lem. Sei (X,0x) (weg)zusammenhéngend und ¥ = X
homoomorph. Dann ist auch Y (weg)zusammenhéngend.

Bsp. Besenraum

B=([0,1]x{ohu |J {1 |telo1]} R
neN\0
ist zusammenhéngend und wegzusammenhéngend, aber
nicht lokal zusammenhéngend oder lokal wegzusammen-
héngend.

Besenraum

Sinusraum
S ={(z, /=) | x € R\{0}} U{(0,0)} C R?
ist zusammenhéngend aber nicht wegzusammenhangend
oder lokal zusammenhéngend oder lokal wegzusammen-
héngend.

Sinusraum

Lem. Fiir einen topologischen Raum (X, Ox) gilt:

e wenn T dann T

e wenn Ty dann Ty

e Ist X ein Ty-Raum so gilt Ty = T3 und Ty = T,

e normal = Ty, k € {0,1,2,3,4}

e regulir = Ty, k € {0,1,2,3}

e normal = regular

e Wenn X das 2.Abzihlbarkeitsaxiom
normal <= regulir

o Wenn (M, Opcx) ein Teilraum von X ist und X ein
Tx-Raum fiir k& € {0, 1, 2,3} so ist auch M ein Tyx-Raum.

o Wenn (M, Opcx) ein Teilraum von X ist, M abge-

schlossen in X und X ein T4-Raum so ist auch M ein

T4-Raum.

Wenn (X, Ox) ein T4-Raum ist und f: X — Y surjek-

tiv und abgeschlossen, so ist auch Y ein T4-Raum.

erfillt gilt

Lem. Ein Raum mit der metrischen Topologie ist normal.
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reguliarer Raum: T; und Tj
normaler Raum: T5 und T4
Hausdorffraum: T,

Trennungsbedingungen

Lem (Urysohn). Ein Hausdorffraum ist normal g.d.w.
zu zwei disjunkten abgeschlossenen Mengen Ap, A; C X
eine stetige Abbildung f: X — [0,1] mit f(z) = 0 fiir alle
x € Ap und f(x) =1 fiir alle x € A; existiert. Dann heifit
f Urysohn-Funktion.

Satz (Fortsetzungssatz von Tietze). Sei (X,0x) ein
normaler topologischer Raum, A C X abgeschlossen und
f: A — R stetig. Dann gibt es eine stetige Abbildung
F: X = Rmit F|, = f.

Konstruktion von topologischen Raumen

Initial- und Finaltopologie

Def (Initialtopologie). Sei X eine Menge, ((Yi, Oy;));c;
eine Familie topologischer R&ume mit Abbildungen
fi: X = Y. Die Initialtopologie auf X ist die Topologie
Oini mit der charakteristischen Eigenschaft: Eine Abbil-
dung f: W — X ist stetig g.d.w. f; o f stetig fiir alle ¢ € I.

(W, Ow) (X, Ommi)
(Y3, Oy,)

Def (Finaltopologie). Sei X eine Menge, ((Yi,Oy;));c;
eine Familie topologischer R&ume mit Abbildungen
g;: Y; = X. Die Finaltopologie auf X ist die Topologie
Ofin mit der charakteristischen Eigenschaft: Eine Abbil-
dung g: X — W ist stetig g.d.w. g o g; stetig fir alle ¢ € I.

(W, Ow) ! (X, Otin)
‘m Tgi
()/% OYZ)

Lem.

1. Die von einer Familie (f;),.; induzierte Initialtopologie
ist die grobste Topologie auf X fir die f; stetig fir alle
1€ 1.

2. Die von einer Familie (g;);.; induzierte Finaltopologie
ist die feinste Topologie auf X fiir die g; stetig fiir alle
1€ 1.

Teilraumtopologie

Def. Ist (X,Ox) ein topologischer Raum und M C X

eine Teilmenge so ist die Teilraumtopologie auf M

gegeben durch

OMQX =0x ﬂM:{UQM\EIOE(’)XU:OﬂM}

die einzige Topologie auf M mit der universellen

Eigenschaft:

Fir alle stetigen f: W — X mit f(W) C M gibt es
genau eine stetige Abbildung f sodass

EING
Tos (M,Oncx)

(X,0x)

(W, Ow)

Bem. Die Teilraumtopologie auf einer Teilmenge W ist die
von der Inklusion ¢: W — X induzierte Initialtopologie.

Def. Eine Abbildung f: W — X heifit Einbettung von
(W, 0w ) in (X, Ox) wenn sie injektiv ist und Oy die von
f induzierte Initialtopologie ist.

Lem. Eine injektive Abbildung f: W — X ist eine

Einbettung g.d.w. ihre Koeinschriankung f|f(W): W —
f (W), w— f(w) ein Homéomorphismus ist.
Quotiententopologie

Def (Quotiententopologie). Sei (X, Ox) ein topologischer
Raum, ~ C X x X eine Aquivalenzrelation auf X und
m: X = X /~, x — [z] die kanonische Surjektion.

Die Quotiententopologie O. auf X /~ ist die von
7 induzierte Finaltopologie auf X /~ mit der universellen
Eigenschaft: Fir g: X — Y mit g|m konstant existiert
genau eine stetige Abbildung g sodass

29X/

\T”

X

Produkt- und Summentopologie

Def (Produkttopologie). Sei ((X;, Ox;,));c; eine Familie
von topologischen Rdumen. Die Produkttopologie ist
die auf [],.; X; von den Projektionen m;: [[,.; Xi — X;
induzierte Initialtopologie mit der universellen Eigenschaft:
Fiir jede Familie (f;),.; stetiger Abbildungen f;: W — X;
existiert genau ein f: W — [],.; X; sodass
31

fos [Licr X

Tk

X;

w

Def (Summentopologie). Sei (X;),.; eine Familie von
topologischen Rdumen. Die Summentopologie ist die auf
[;c; Xi von den Inklusionen ¢;: X; — [],o; Xy induzierte
Finaltopologie mit der universellen Eigenschaft: Fiir jede
Familie (f;),c; stetiger Abbildungen f;: X; — W existiert
genau ein f: [],c; X; — W sodass
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Zylindermantel Mobiusband

0,9) ~ (1,y) 0,9) ~(1,1-y)
Torus Kleinflasche

(,0) ~ (z,1) (2,0) ~ (x,1)

Quotienten von [0, 1]?

el

W < [ic; Xi
\ I“’
X;

Lem (Eigenschaften Produkt und Summe). Sei (X;)

eine Familie topologischer Rdume. Dann gilt:

o Ist X; ein Ty-Raum (fir k& € {0,1,2,3}) fir allei e T
dann sind [],.; X4, [1;c; Xi auch Ty-Raume.

o Ist X; (weg)zusammenhéngend fiir alle ¢ € I so ist auch
[Lic; Xi (weg) zusammenhéngend.

o Gibt esi # j € I mit X;, X; # &, dann ist [[,.; X;

nicht zusammenhéangend.

(Ko)Faserprodukt

Def (Faserprodukt). Seien (X,Ox), (Y,Oy) und (A, O4)
topologische Rdume mit stetigen Abbildungen p: X — A
und ¢: Y — A. Der topologische Raum

X xaY ={(x,y) e X xY [p(x) =q(y)} S X xY
als Teilraum von X x Y mit der Produkttopologie heif3t
Faserprodukt von X und Y entlang p und gq.

icl

Bem. Das Faserprodukt zweier topologischer Raume
(X,0x), (Y,0y) entlang der stetigen Abbildungen
p: X > A, q: Y — Aist der Pullback von p und ¢ in Top,
d.h. es erfiillt die universelle Eigenschaft:

fo

C -

Def (Kofaserprodukt). Seien (X,0x), (Y,Oy) und
(A,04) topologische Rdume und j: A — X, k: A = Y
stetige Abbildungen. Der topologische Raum

X+4Y =X+Y /~ (txo0j)(a) ~ (ty ok)(a)
als Quotient von X + Y mit der Summentopologie heifit
Kofaserprodukt von X und Y entlang j und k.

Bem. Das Kofaserprodukt zweier topologischer Raume
(X,0x), (Y,Oy) entlang der stetigen Abbildungen
j:A—= X, k: A=Y ist der Pushout von j und k in Top,
d.h. es erfiillt die universelle Eigenschaft:

Kompaktheit

Def (Uberdeckung). Eine (offene) Uberdeckung eines
topologischen Raums (X, Ox) ist eine Familie (O;),.; von
(offenen) Teilmengen O; € P (X) mit X C J;.; O;. Fiir
J C I heifit (Qj)je] Teiliiberdeckung von (O;);.; wenn
(0;) ¢ eine Uberdeckung von X ist.

Def. Eine Familie (A;),.; von Teilmengen eines topologi-
scher Raums X heifit lokal-endlich, wenn fiir alle x € X
ein U € U (x) existiert mit A; N U = & nur fiir endlich
viele A;.

Def (Partition der Eins). Sei (X,Ox) ein topologischer

Raum, U eine offene Uberdeckung von X und (f;) s €ine

Familie stetiger Abbildungen f;: X — [0,1]. Man nennt

(fi);e; eine Partition der Eins wenn fiir alle z € X:

o Yier filz) =1

o eine U € U (x) existiert in der f; (U) # {0} nur fur
endlich viele f; gilt (i.e. die Triager der f; bilden ein
lokal-endliches System).

Eine Partition der Eins (f;),.; heifit untergeordnet einer

Uberdeckung (U;) ;7 wenn der Tréger von f; in U; liegt.

Satz. Ist (X,Ox) ein normaler Raum und (U;),.; eine

lokal-endliche offene Uberdeckung von X so gibt es eine
(Ui);c; untergeordnete Partition der Eins.

Def. Eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n € N ist ein Hausdorflraum (X,Ox), wobei fir
jeden Punkt 2 € X eine offene Umgebung U, € U () mit
Homd&omorphismus @, : U, — V. auf eine offene Teilmenge
V. CR" existiert. (U,, ®,) heiBt dann Karte auf X.

Bem. Ist X eine topologische Mannigfaltigkeit und x € X
so kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass ®,(z) = 0
und D™ C V,

Def (Kompaktheit). Ein topologischer Raum (X, Ox)
ist kompakt, wenn fiir jede offene Uberdeckung
(O4);er von X eine endliche Teiliiberdeckung, also eine
Teiliiberdeckung J C I mit J endlich, existiert.

Lem. Sei (X,Ox) kompakt und ¥ = X homdéomorph.
Dann ist auch Y kompakt.
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Satz (Heine-Borel). Eine Teilmenge des R" ist kompakt
g.d.w. sie abgeschlossen und beschréankt ist.

Kor. Jede kompakte Teilmenge eines metrische Raums
ist beschrénkt.

Lem. Fiir einen topologischen Raum (X, Ox) gilt:

e Endliche Vereinigungen von kompakten Teilmengen
sind kompakt.

o Ist X hausdorffsch, so sind beliebige Schnitte kompakter
Teilmengen kompakt.

Lem. Ein topologischer Raum (X,Ox) ist kompakt
g.d.w. fiir jeden topologischen Raum Y die Projektion
my: X XY =Y, (x,y) — y abgeschlossen ist.

Def. Sei X eine Menge, (4;);.; eine Familie von Teilmen-
gen A; C X. (A;),c; besitzt die endliche Durchschnitts-
eigenschaft, wenn e A; # o fiir alle endlichen J C I.

Lem. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum, M C X. Es

gilt:

e ist X hausdorffsch und M kompakt, dann ist M
abgeschlossen.

e ist X kompakt und M abgeschlossen, dann ist M
kompakt.

Lem. Ist X kompakt und f: X — Y stetig, dann ist
f(X) €Y kompakt.

Lem. Sei (X,0x) ein topologischer Raum. Dann ist

dquivalent:

1. X ist kompakt.

2. fiir jede Familie (4;),.; mit A; € X abgeschlossen und
ﬂie ;1 Ai = @ existiert eine endliche Teilmenge F' C I
mit ﬂiEF Az = .

3. Jeder Ultrafilter auf X konvergiert.

Satz (Tychonow). Sei (X;),.; eine Familie nicht leerer

topologischer Raume. Dann ist [[,.; X; kompakt g.d.w.

X; kompakt fir alle i € I.

iel

Def (Folgenkompaktheit). Ein topologischer Raum
(X, Ox) heifit folgenkompakt, wenn jede Folge (x;)
eine konvergente Teilfolge besitzt.

i€N

Lem. Ein metrischer Raum ist folgenkompakt g.d.w. er
kompakt ist.

Bsp.

o Der Raum {0,1}% mit der Produkttopologie (und
der diskreten Topologie auf {0,1}) ist kompakt, aber
nicht folgenkompakt.

e Der Raum [0,w;) der abzdhlbaren Ordinalzahlen mit
der Ordnungstopologie ist folgenkompakt, aber nicht
kompakt.

Stone-Cech-Kompaktifizierung

Def. Ein topologischer Raum (X, Ox) heifit lokalkom-
pakt wenn jede Umgebung eines Punkts z € X eine
kompakte Umgebung von x enthélt.

Lem. Ein Hausdorffraum ist lokalkompakt g.d.w. jeder
Punkt x € X eine kompakte Umgebung besitzt.

Lem. Jede abgeschloffene Teilmenge eines lokalkom-
pakten topologischen Raums ist lokalkompakt mit der
Teilraumtopologie.

Def (Kompaktifizierung). Seien (X, Ox), (Y,Oy) topo-
logische Rdume und Y kompakt. Falls ¢: X — Y eine
Einbettung ist und ¢(X) dicht in Y, dann heifit (Y¢)
Kompaktifizierung von X. Wenn Y hausdorffsch ist,
heit (Y, :) Hausdorffkompaktifizierung von X.

Zwei Kompaktifizierungen (Yo, ), (Y1,¢1) heiflen
aquivalent, wenn es einen Homéomorphismus f: Yy — Y3
gibt mit

X
L1
AN
Yo Y,

!

Def (Tychonowraum). Ein topologischer Raum (X, Ox)
heifit Tychonowraum (vollstandig regulér), wenn

e X ist hausdorffsch

e Fiir jedes abgeschlossene A C X und x \
existiert ein stetiges f: X — [0,1] m ( ) =1 un
f14 konstant 0.

Lem. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum mit Hausdorff-
kompaktifizierung (Y, ¢). Dann ist X ein Tychonowraum.

Def (Einpunktkompaktifizierung). Sei (X,0x) ein
lokalkompakter Hausdorffraum. Die Einpunktkompakti-
fizierung (Alexandrov-Kompaktifizierung) ist die Menge
X* = X W {oco} mit der Topologie

0% =0xU{0O C X*| X"\ O kompakt}
Def (Stone-Cech-Kompaktifizierung). Sei (X, Ox) ein to-

pologischer Raum mit Hausdorffkompaktifizierung (58X, 8).
BX heiBt Stone-Cech-Kompaktifizierung von X, wenn

x £, gx

f\A e

Y

kommutiert fiir alle topologischen Ré&ume Y und
f: X =Y stetig.

Satz. Sei (X,0x) ein Tychonowraum. Dann existiert
eine Stone-Cech-Kompaktifizierung (8X, 8) von X.

Satz. Stone-Cech-Kompaktifizierungen eines Tychono-

wraums (X, Ox) sind eindeutig bis auf Aquivalenz von

Kompaktifizierungen.

Def (Wallman-Kompaktifizierung). Sei X ein Haus-
dorffraum, und v X die Menge der abgeschlos-
senen Ultrafilter auf X. Fiir ein abgeschlossenes
A C X sei cl(4) {F e v X | A € F}. Sei
A :={cl(4) | A C X, A abgeschlossen}. Dann gilt:

o A ist die Basis einer Topologie auf ~X (iiber
abgeschlossenen Mengen).

e die Abbildung v: X — v X ist eine Einbettung von X
in v X und schickt x € X auf den eindeutigen gegen
x konvergierenden Ultrafilter.

e ist A C X abgeschlossen dann ist cl(A) = ~(A).
Demnach liegt v(X) dicht in v X.

e v X ist kompakt
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Folgen, Filter, Netze

Def (Folgenkonvergenz). Eine Folge (7,),cy in einem
topologischer Raum X konvergiert gegen z € X wenn
zu jeder Umgebung U € U (z) ein N € N existiert mit
z, € U fir alle n > N. Dann ist ¢ der Grenzwert von
(%), en- Ein 2 € X heiflit Haufungspunkt von (2,,),,cy
wenn zu jeder Umgebung U € U (z) unendlich viele n € N
mit x,, € U existieren.

Def (Folgenstetigkeit). Eine Abbildung f: X — Y heifit
folgenstetig in einem Punkt x € X wenn fiir alle gegen
x konvergenten Folgen (z,,), .y die Bildfolge (f(2n)),cn
gegen f(z) konvergiert. f heifit folgenstetig wenn sie
folgenstetig in allen x € X ist.

Lem. Seien (X, Ox), (Y, Oy) topologische Rdume. Dann
sind stetige Abbildungen f: X — Y folgenstetig. Wenn
X das 1. Abzihlbarkeitsaxiom erfullt gilt auch die
Riickrichtung.

Def. Eine Menge I heifit gerichtet wenn eine reflexiv
und transitive Relation <C I x I existiert mit
Ve,yel.dzel.xa<zAy<z

Def (Netz). Ein Netz in einer Menge X ist eine Abbil-
dung ®: I — X, wobei I eine gerichtete Menge ist. Wir
schreiben (), statt ® (I).

Def. Ein Netz (z;);c; in einem topologischen Raum X
heifit konvergent gegen r € X, wenn zu jeder Umgebung
U €U (x) ein ig € I existiert mit xz; € U fur alle i > 4.

Satz. Seien X und Y topologische Raume.

1. Fiir A C X gilt z € A g.d.w. ein Netz (z;)
existiert das gegen = konvergiert.

2. Eine Funktion f: X — Y ist stetig g.d.w. fir jedes
Netz (x;);c; das gegen x € X konvergiert gilt, dass
(f(2:));e; gegen f(x) konvergiert.

ien®i € A

Def (Filter). Ein Filter F auf einer Menge X ist eine
Teilmenge von P (X)) sodass:

l.o¢gF,XeF

2. wenn F,G € F dann FNG e F

3. wenn FF € Fund F C G, dann G € F

Def (Filterbasis). Eine Teilmenge Fy eines Filters F heifit
Filterbasis wenn jedes Element aus F ein Element aus
JFo enthélt.

Ein Filter 7 heifit frei wenn (). F' = @. Ein nicht
freier Filter heifit fixiert

Lem. Sei X eine Menge und B C P (X). B ist eine
Filterbasis eines Filters auf X wenn fiir A,B € B ein
C € B mit C C AN B existiert.

Def (Ultrafilter). Seien Fy, F; Filter auf X. Dann heift
Fo feiner als F; und F; grober als Fy wenn Fy 2O Fi.

Ein Filter F auf X heifit Ultrafilter wenn es keinen
echt feineren Filter auf X gibt.

Satz (Tarski’s Ultrafiltersatz).

1. Jeder Filter F ist in einem Ultrafilter enthalten.

2. F ist ein Ultrafilter auf X g.d.w. fir jedes A C X
entweder A € F oder X \ A € F gilt.

3. Ein Filter F auf X ist ein fixierter Ultrafilter g.d.w. fiir
ein ¢ € X existiert mit F = {F C X |z € F'}.

Def. Ein Filter F auf einem topologischen Raum X
konvergiert gegen = € X, wenn F D U ().

Notation. F — x <= F konvergiert gegen x

Ein x € X heifit Beriihrungspunkt von einem Filter
F wenn FNU # @ fir alle U e U (x), F € F.

Def (Bildfilter). Fiir einen Filter F auf X und eine Abbil-
dung f: X — Y heifit der von der Filterbasis {f(F) | F €
F} erzeugte Filter f (F) oder Bildfilter von F unter f.

Satz. Seien X,Y topologische Rdume, A C X. Dann gilt:

1.z €A < JFilter Fauf X. Ac FAF — x

2. Eine Abbildung f: X — Y ist stetig in z € X g.d.w.
fur jeden gegen x konvergierenden Filter auf X der
Bildfilter unter f gegen f(x) konvergiert.

Homotopietheorie

Def. Seine (X, Ox), (Y, Oy) topologische Rdume, M C X
eine Teilmenge und f,g: X — Y stetige Abbildungen.
Eine Homotopie von f nach g relativ zu M (f ~,; g)
ist eine stetige Abbildung h: [0,1] - X — Y mit

. h(0) = f, h(1) = g

e h(t)(m) = f(m) = g(m) fiir alle m € M,t € [0,1].
Wenn f, g homotop relativ @, dann heiflen f und g
homotop (f ~ g).

Satz. Seien (X,Ox) und (Y,Oy) topologische Rédume
und M C X. Dann ist ~j; eine Aquivalenzrelation auf
C(X,Y) der Menge der stetigen Funktionen von X nach

Y. Die Aquivalenzklassen heilen Homotopieklassen.

Bem (Homotopiekategorie). Topologische Rdume und
Homotopieklassen stetiger Abbildungen bilden die Quotien-
tenkategorie hTop, punktierte topologische R&ume und Ho-
motopieklassen stetiger Abbildungen f: (z,X) — (y,Y)
mit f(z) =y bilden die Kategorie hTop,.

Def. Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Raume.

o Eine stetige Abbildung f: X — Y hei3t Homotopie-
aquivalenz wenn eine stetige Abbildung g: ¥ — X
existiert mit go f ~idy und fog ~idy.

e« Wenn eine Homotopiedquivalenz f: X — Y existiert
dann sind homotopiedquivalent (X ~Y)

o Ein topologischer Raum heifit kontrahierbar wenn
er homotopiedquivalent zum Einpunktraum ist.

Bem. Homotopiedquivalenzen sind Isomorphismen in
hTop.

Bem. Zwei Wege v, ¢ heiflen homotop, wenn sie homotop
relativ zu {0, 1} sind.

Bsp. Homotopiedquivalenz ist eine schwéchere Bedingung
als Homéomorphie:

Die n-SphéreS™ ist homotopiedquivalent zu R"*+1\ {0},
aber nicht homéomorph, da S™ kompakt ist, R"*! aber
nicht.

Der Zylinder S™ x R ist homotopieaquivalent zum Kreis S™.

Def. Sei (X,Ox) ein topologischer Raum und M C X

mit Inklusion ¢: M — X. Dann heifit M

e Retrakt von X wenn ein stetiges : X — M existiert
mit 7ot =1idpy.

¢« schwacher Deformationsretrakt wenn ein Retrakt
r: X — M existiert mit tor ~idx

o starker Deformationsretrakt wenn ein Retrakt
r: X — M existiert mit cor ~pr idx

Satz. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum.
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e Die Punkte z € X und Homotopieklassen von Wegen
~:[0,1] — X bilden mit der Verkettung von Wegen ein
Gruppoid IT; (X), das Fundamentalgruppoid von X.

o Fiir jeden Punkt z € X bilden die Wege von x nach
z mit der Verkettung von Wegen eine Gruppe, die
Fundamentalgruppe (2, X) = Homp, (x) (z,2) im
Punkt z.

Bem. Sei (X,Ox) ein nicht leerer topologischer Raum
und z € X. Das Tupel (z, X) heiit dann ein punktierter
topologischer Raum.
Eine stetige Abbildung f: X — Y heifit punktierte
Abbildung von (z,X) nach (y,Y) wenn f(z) =y.
Punktierte topologische Raume und punktierte
Abbildungen bilden die Kategorie Top,.

Satz. Die Zuordnung eines topologischen Raums X zu
seinem Fundamentalgruppoid II; (X') bildet einen Funktor
II;: Top — Grpd.

Satz. Die Zuordnung eines punktierten topologischen
Raums (z, X) zu seiner Fundamentalgruppe 7 (z, X) in
z bildet einen Funktor m;: Top, — Grp.

Satz (Seifert und van Kampen). Sei (X,0x) ein to-
pologischer Raum mit Uy, U; € Ox und Uy U U; = X.
Weiterhin seien i,: U, — X und j,: Uy "NU; — U, die
Inklusionsabbildungen. Dann ist IT;(X) der Pushout von
11 (jo) und II1(j1) in Grpd:

T

A dB

114 (é0)

I, (X) I1; (Uo)
Hl(il)T Tnl(jr))
Hl(Ul) m H](UomUl)

Kor (Seifert und van Kampen (fiir Fundamentalgruppen)).
Sei (X,0x) ein topologischer Raum mit Uy, U; € Ox
und Uy U U; = X. Weiterhin seien i,: U, — X und
jn: Up N Uy — U, die Inklusionsabbildungen. Wenn
Uy, Uy, Uy NU; wegzusammenhéngend sind, so ist 7 (2, X)
der Pushout von 1 (j,): m1(z,Up NUL) — m1(z,Uy) fir
alle x € Uy NU; in Grp:

e
- m1(40)
71'1(£L’,X) 71'1(£IZ,U0)
m(mT Tm (jo)
mi(x,Uy) <—— m(2,UsNU;)

m1(j1)

Uberlagerungen

Def. Seien X, Y topologische Rdume. Eine stetige Abbil-
dung ¢: X — Y heift Uberlagerung wenn fiir alle y € Y’
ein U € U (y) existiert sodass @ # ¢! (U) = ),¢; Vi mit
V; C X offen und q|Vi ist ein Homoomorphismus fiir alle
1€l

Satz. Sei q: X — Y eine Uberlagerung und ~: [0,1] = Y
ein Weg mit z € X, ¢g(x) = 7(0). Dann existiert ein
eindeutiger Weg 7: [0,1] — X mit

gey=v A0)==

Def. Der Abbildungsgrad einer stetigen Abbildung
f:S™ = S™ist deg(f) = f(1) — f(0) fir eine

Bsp (Fundamentalgruppe des Kreises).

Beweise

Lemma von Urysohn.

< Betrachte die disjunkten Mengen Oy = f~! ([0, %])
und Oy == f~! ([1,1]). Da f stetig ist sind die Mengen
offen als Urbilder von den in [0,1] offenen Mengen

[0,%) und (%,1] und es gilt Ag € Op und 4; C Oy.
Also ist X normal.

= Ist @ = Ag = A; ist i = 0 eine Urysohn-Funktion.

Gilt hingegen @ # Ay, A1 so sei
D:= ] DnC01]
neN
D, ={k-27"k=0,1,2,3,...,2"}
die Menge der dyadischen Zahlen. Idee ist nun, jedem
d € D eine offene Menge Oy C X zuzuordnen, sodass

e AgC Oqyfirallede D
e A1 CO;:=Xund A NOy fir alled € D\ {1}

e O, COy4furalles<reD

- ~ o N N \
- < \ \
- N0
7’ -7 T~ O3/ N \
o ~ \ .5/3\
/ - > Oy \ \
/ 4 - ANEVEAN A \ \
/ / - \\Ol/x\ \ \ \
/ / , N . \ \ |
’/ ,’ /’ Op \ \ ‘\ ‘1 \
\ \ \
1 I ! \ | | ! | !
| | | I I I ! | :
\ \ \ 1 I |
\ \ \ A() 7 / i l | ! Al
\ \ AN ’ / / / ' !
\ \ ~___-7 / / / / !
N N 7 / , , /
\ ~ - / / / /
N ~ - , , /
N ~o___-- y , / ,
N s /
~ - 7 /

Fortsetzungssatz von Tietze. Es gelte (ohne Beweis)
fir f: A — R mit f(4) C [-1,1], dass eine stetige
Fortsetzung F': X — [—1,1] existiert mit F|, = f.

R ist homdomorph zu B;(0) = (-1,1) mit
¢: R — (=1,1). Mit obigem Lemma angewandt
auf f' = ¢ o f erhalten wir eine stetige Abbildung
F': X - Rmit F'|, = f' und F" (X) C [-1,1]. Sei nun
h: X — [0, 1] die Urysohn-Funktion der disjunkten abge-
schlossenen Mengen F'~' ({=1,1}) und A. Dann gelten
fir F"(x) = h(z) - F'(z) die Bedingungen F”|, = f’ und
F"(X) C (—1,1). Die gesuchte stetige Fortsetzung von
fistdann F:=¢ 'o F": X - R. |

Tarski’s Ultrafiltersatz.

1. Sei @ die Menge aller Filter, die feiner als F sind. ®
wird durch C geordnet. Ist ¢ C ® eine Kette, dann ist
Uw co 1 ein Filter und maximales Element von ¢. Also
ist ® induktiv geordnet und besitzt nach dem Zornschen
Lemma ein maximales Element, den Ultrafilter G. W

Satz von Tychonow.

< Seien p;: [[;c; Xi — X die stetigen Projektionen. Da
Hiel X; — X; kompakt ist sind nach Lem. die Bilder
pi(HiEI Xz) Q Xl kompakt.
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= Sei F ein Ultrafilter auf Hiel X; — X;. Dann sind

die Bildfilter p;(F) Filter auf X;. Da die X; kompakt
gilt p;(F) — x; fir ein x; € X;. F soll nun gegen
x = (2;);c; konvergieren. Sei nun U € U (x) offen,
dann existieren F' C I endlich und U; € U (z;) offen mit
H U; x HXi cU
i€k i
Sei dann A; € F mit p;(A;)) C U;. Dann ist
A= Nierp Ai € F mit p;(A) C U; fiir alle i € F, also
A CU. Dann gilt U € F und somit F — z.

|
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