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Wichtiger Hinweis

Dieser Foliensatz enthalt den Inhalt der Ubung zur ,Algorithmik kon-
tinuierlicher Systeme” des Sommersemesters 2021. Fiir den Inhalt
dieses Foliensatzes ist der Author allein verantwortlich. Der Foliensatz
ist inoffiziell und stellt damit keine Veroffentlichung des Lehrstuhls
fur Systemsimulation dar. Bei Unstimmigkeiten und eventuell vorhan-
denen Fehlern bitte ich um eine E-Mail®.

%an florian.fifrank@fau.de


mailto:florian.ff.frank@fau.de

a Q L] a——
Was machen wir dieses Semester? rEs

Organisatorisches
Matrixzerlegungen

Anhang



Ubung zur Algorithmik kontinuierlicher
Systeme

Ubung o - Organisatorisches

Sommersemester 2021

Florian Frank

Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-Niirnberg

FRIEDRICH-ALEXANDER
== UNIVERSITAT




Willkommen zu eurer AlgoKS-Ubung

Name: Florian Frank

3. Semester Informatik (Master)

E-Mail: florian.fi.frank@fau.de

~~ Bei Fragen, Kritik, Anregungen oder Ahnlichem

Wo finde ich die Folien?

~ http://wwwcip.cs.fau.de/~yq53ykyr/AlgoKS

$S2021 | Florian Frank FAU | TutAlg:
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Willkommen zu eurer AlgoKS-Ubung

Zzoom
10:15 — 11:45 Uhr

62:#34+13 Zoom-Meeting Video Conferencing




Information und Materialien

Dieser Foliensatz

Diesen Foliensatz findet ihr auf meinem CIP-Webauftritt:
http://wwwcip.cs.fau.de/~yq53ykyr/AlgoKS

Er ist offensichtlich inoffiziell und somit keine Verdffentlichung des Lehrstuhls. Neben
den aktuellen Folien zur Ubung findet ihr auch zusitzliche Informationen, sowie
eine Zusammenfassung vom Sommersemester 2018 mit Aufgaben zu den meisten
Themengebieten.
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Achtung - Wichtiges zu Vorlesung und Ubungen

Angemeldet fiir die Ubungen?
Ihr solltet alle im zugehdrigen StudOn-Kurs angemeldet sein!

Vorlesungsfolien und Ubungsbetrieb — StudOn

Ihr findet die Vorlesungsfolien, wichtige Informationen, die Links zur
Aufzeichnung, Ubungsblatter und deren Abgabemdglichkeit im StudOn-Kurs:

https://www.studon.fau.de/crs3736168.html



https://www.studon.fau.de/crs3736168.html

Willkommen im ,,Neuland“: Ubung iiber Zoom (1) aEs
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Willkommen im ,Neuland“: Ubung iiber Zoom (I1)

m Wie bereits aus den letzten drei Semestern bekannt wird die Ubung
Uber regelmaRige Zoom-Meetings realisiert.

m Diese Meetings sollen ahnlich ablaufen wie gewohnliche
Tafellibungen, sprich:
= man kann mich sehen;
= man kann mich horen;
= man kann die geteilten Folien/Anschriften sehen.

m Fragen konnen jederzeit iber den Chat/Voicechat gestellt werden:

Fragenpolicy

Ihr konnt Fragen jederzeit stellen, indem ihr euch ,unmutet” und mich
unterbrecht. Nur keine Scheu bei Fragen!
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(1) Besprechung der ,alten“ Hausaufgaben
Wir besprechen an dieser Stelle Aufgaben, welche trickreich waren, ihr euch
wiinscht oder euch Probleme bereitet haben.

(2) Wiederholung des fiir diese Ubung notwendigen Stoffes
Wir werden die grundlegenden Begriffe und Verfahren aus der Vorlesung kurz
wiederholen, die ihr fiir die Bearbeitung der Aufgaben in der jeweiligen Woche
benatigt.

(3) Besprechung der Prasenzaufgabe
Wir werden die Prdsenzaufgabe gemeinsam erarbeiten. Insbesondere ist hierbei
Mitarbeit erwiinscht!

(4) Tipps und Tricks fiir die Hausaufgaben auf dem zu besprechenden
Blatt.

Diese Ubung ist fiir euch, deswegen gestaltet sie nach euren Wiinschen.
Arbeitet mit, denn nur so kann sie eventuelle Unklarheiten rechtzeitig
beseitigen. Stellt Fragen sollten Dinge unklar sein.




Hausaufgaben: Theorie und Praxis

Es miissen mindestens 50 % der Punkte in den Theorie- sowie Program-
mierabgaben erreicht werden. Ein gegenseitiger Ausgleich ist dabei nicht
moglich!
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Hausaufgaben: Theorie und Praxis

Es miissen mindestens 50 % der Punkte in den Theorie- sowie Program-

mierabgaben erreicht werden. Ein gegenseitiger Ausgleich ist dabei nicht
maglich!

m Alle Theorieblatter sind vollstandig digitalisiert.
m Alle Abgaben erfolgen ausschlieBlich Giber StudOn!

® Es sind keine Gruppenabgaben! Jeder muss einzeln die Theorie- wie
auch Praxisaufgaben auf StudOn bearbeiten, bitte schreibt auch hier
nicht ab!

m Die Theorieaufgaben haben bei jedem Start eine gewisse
Zufallskomponente. Achtet also bitte darauf, dass eure Antworten zu
den euch tatsachlich gestellten Fragen passen!
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Videoaufzeichnung

®m Eine Sitzung jeder TU wird
aufgezeichnet werden.

m Verfligbar uber
StudOn/FAU-Videoportal

= Aufgenommen wird nur der Tutor, ‘

sowie seine freigegebenen
Materialien.

m Die Aufzeichnung wird zu Beginn
der Ubung bekanntgegeben, sowie
(soweit méglich) im Voraus.

Diese Ubung wird aufgezeichnet!

Ihr wollt keine Fragen vor der Kamera stellen?

Kein Problem, die Fragen liber den ,normalen“ Chat werden selbstverstand-
lich anonym behandelt.




Videoaufzeichnung

®m Eine Sitzung jeder TU wird
aufgezeichnet werden.

m Verfligbar uber
StudOn/FAU-Videoportal
= Aufgenommen wird nur der Tutor, ‘
sowie seine freigegebenen
Materialien.

m Die Aufzeichnung wird zu Beginn
der Ubung bekanntgegeben, sowie
(soweit méglich) im Voraus.

Diese Ubung wird aufgezeichnet!

Wann kommen die Videos online?

Die Videos zu den Tafeliibungen werden jeweils im Laufe der Woche online
gestellt.




Ziel der Vorlesung und Ubung

Grundlagen der numerischen Behandlung kontinu-  ————— S
ierlicher Probleme in Theorie und Praxis.
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Wo miissen bei gegebener Belastung Briickenpfeiler
stehen, damit die Briicke nicht zusammenbricht?
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Wie sind diese Folien aufgebaut?

Lokale Interpolation (I) — nearest neighbour ==

Um den Wert an der Stel-
le x anzunhern, suche
den nahesten Nachbarn,
sprich die niichst gelege-
ne Stiitzstelle x;. Der in-
terpolierte Wertist dann
mit y; gegeben.

Fir das Polynom gilt dann:
v it <x< 10a+x)
PX) =y fir (o1 +x) <x<31(x+x.) firalle2<i<n-1

Yo Fr 3 (o1 Xn) <X <X

,Normale“ Folien

Diese Folien werden wir gemeinsam in der Ubung besprechen.




Wie sind diese Folien aufgebaut?

Um den Wert an der Stel-
le x anzunhern, suche
den néhesten Nachbarn,
sprich die nchst gelege-
ne Stiitzstelle x;. Der in-
terpolierte Wert ist dann
mit y; gegeben.

Fiir das Polynom gilt dann:
y firxg <
PO =y fird(xi+ d Zusatzliche Literatur

Yo fiir 4 (-1 +%0) <x S

Zusatzliche Literatur

Auf diesen Folien stehen Literaturhinweise fiir Studierende, welche sich
naher mit der Materie beschaftigen wollen. Sie sind nicht fiir Klausur oder
Ubung relevant. Manchmal hilft aber vit. auch ein Blick in die Literatur um
einen anderen Blickwinkel auf Themen zu bekommen.




Wie sind diese Folien aufgebaut?

Lokale Interpolation (I) — nearest neighbour

Um den Wert an der Stel-
le x anzunihern, suche " ——
den nihesten Nachbarn,
sprich die nachst gelege-
ne Stiitzstelle ;. Der in-
terpolierte Wert ist dann -
mity; gegeben,

Fir das Polynom gilt dann:

yi fira <x <100 +x)
P =y fird (6, E
Yo fir 3 (xno1 %) <X S

Zusdtzliche

Anhang zur Ubung 2

Anhange

Hier sind Folien, die nicht (mehr) vorgestellt werden, da sie iiber den Stoff
hinausgehen oder die Zeit in der Ubung dafiir nicht ausreicht. Sie kénnen
angeschaut werden, sind aber meistens nicht fiir Hausaufgaben oder die
Klausur relevant.
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Was machen wir heute? rEs

Wo stehen wir?

Rekapitulation — Matrixzerlegungen (1)

Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fur tridiagonale Matrizen
Rekapitulation — Matrixzerlegungen (I1)
Rekapitulation — Matrixzerlegungen (l11)

Hausaufgabe — LR- und QR-Zerlegung
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Rekapitulation —
Matrixzerlegungen (1)



Motivation rEs

Ziel: Losen eines linearen Gleichungssystems (LGS), wie zum Beispiel

1 4 10 2 9 A
2 3 4 5 -5 28
6 -2 5 4 -3|-x=]-9
8 -1 2 3 &4 15
4 4 6 4 —4 24

Der Einfachheit sei angenommen, dass die hier betrachteten
Matrizen allesamt nicht-singuldr sind.




Losen eines LGS — Idee 1: Berechnen der Inversen  g¥ISS

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass nicht-singuldre Matrizen
eine Inverse besitzen. Nun ist das LGS

A-x=b
mit
x=A""b

eindeutig losbar.



an eines LGS — Idee 1: Berechnen der Inversen

Dies ist eine sehr naive und
nicht besonders schlaue Idee!
Das Berechnen von Inversen
ist nur schlecht umsetzbar!

L] | 4
I 7 o
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an eines LGS — Idee 1: Berechnen der Inversen

IEYOU,TRY.TO IIWEIIT
A (INE MlIIIE IME

IDOUBLE IIAHE YOU



=n eines LGS — Idee 1: Berechnen der Inversen g%

0.
INVERT A MATRIX




Losen eines LGS — Inverse sind numerisch schlecht

Es braucht ungefahr 2 - n® Schritte bis eine Inverse berechnet wurde. Eine
Faktorisierung braucht hier weniger Schritte.




Losen eines LGS — Inverse sind numerisch schlecht

Es braucht ungefahr 2 - n® Schritte bis eine Inverse berechnet wurde. Eine
Faktorisierung braucht hier weniger Schritte.

Ebenso ist die inverse Matrix bei diinnbesetzten Matrizen im Allgemeinen
nicht diinnbesetzt. Es kommt also bei groBem n (n > 10°) nicht nur zu
Zeitproblemen, sondern auch zu Speicherproblemen.




Losen eines LGS — Inverse sind numerisch schlecht

Mangelnde Fehlertoleranz

Sei e > 0 klein, so ist die Matrix
Ae (

100

a_ 100
~\100.05 100

100
100 + ¢

100
100

)

invertierbar. Angenommen ¢ sei 0.05, so gilt fiir Aund A~

und AT = (

-20
20.01

20
—-20

) |




Losen eines LGS — Inverse sind numerisch schlecht

Mangelnde Fehlertoleranz

Sei e > 0 klein, so ist die Matrix

4_ ( 100 100
~ \1004¢ 100
invertierbar. Angenommen ¢ sei 0.05, so gilt fiir A und A~
A 100 100 und AT —-20 20 .
100.05 100 20.01 -20

Haben wir uns allerdings bei e vermessen und ¢ lage bei 0.1 stattdessen, so
golte flir Aund A~

A 100 100 und AT —-10 10 .
100.1 100 10.01 -—-10




Losen eines LGS — Inverse sind numerisch schlecht

Mangelnde Fehlertoleranz

e=": A:(

=1 - A=
== (100.1

100
100.05

100

100
100

100
100

und A= [ 720
20.01
—10

AT =
10.01

und

20
-20)°
10

)




Losen eines LGS — Inverse sind numerisch schlecht

=

Mangelnde Fehlertoleranz

100

=1 - A=
e =" (1

e="%0: A:(

00.05

100
100.1

100) und

100

100
100

> und

Seib = <0>,so sprange x von < 20) auf<
1 —-20

a1 (20
20.01

a1 10
10.01

10
—-10/°

20

—20) ‘
10
—-10/°

Bei Faktorisierungen ist dieser Fehler im Allgemeinen nicht so grof3!



Losen eines LGS — Inverse sind numerisch schlecht

Mangelnde Fehlertoleranz

e=%0: A= 100 100 und AT = —20 20 .
100.05 100 20.01 =20
100 1 ~10 1
e="%wo: A= 00 00 und AT = 0 0 .
100.1 100 10.01 —10

Seib = 0 , SO sprange x von 20 auf 10 .
1 —-20 —10

Bei Faktorisierungen ist dieser Fehler im Allgemeinen nicht so grofR!

Schlussfolgerung

Obwohl Matrizen nahe beieinanderliegen, muss dies nicht fir ihre Inversen
gelten!

$S2021 | Florian Frank FAU | TutAlg:




Losen eines LGS — Idee 2: GauR (1)

Hierbei betrachten wir die erweiterte Systemmatrix des Problems

(+]»)

und formen sie durch Elementaroperationen zu einem aquivalenten
Problem

Rx=0>b

um, wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist.
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Hierbei betrachten wir die erweiterte Systemmatrix des Problems

(+]»)

und formen sie durch Elementaroperationen zu einem aquivalenten
Problem

Rx=0>b

um, wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist.

Wirwandeln dadurch unser schwierigeres Problem in ein einfach zu [6sendes
Problem um.




Losen eines LGS — Idee 2: GauR (1)

Hierbei betrachten wir die erweiterte Systemmatrix des Problems

(+]»)

und formen sie durch Elementaroperationen zu einem aquivalenten
Problem

Rx=0>b

um, wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist.

Wirwandeln dadurch unser schwierigeres Problem in ein einfach zu [6sendes
Problem um.

Generell ist dies die Uberlegung, die spater zu Faktorisierungen fiihrt. Es
sollten die Probleme Mqx; = b bis Myx, = X1, Wobei A = M, --- M, gilt,
einfach zu losen sein.




Losen eines LGS — Idee 2: GauR (I1)

Wir kennen drei Elementaroperationen: Zeilenvertauschungen,
Zeilenmultiplikationen und GauB-Scherungen.



Losen eines LGS — Idee 2: GauR (I1)

Wir kennen drei Elementaroperationen: Zeilenvertauschungen,
Zeilenmultiplikationen und GauB-Scherungen.

Elementaroperationen (Zeilenvertauschungen)

Jede (Zeilen-)Elementaroperation

lasst sich als Linksmultiplikation 1 falls i Ai£EARA
einer Elementarmatrix (T, ) mit A 1 falls imtnj—k
und b darstellen. Te=(ten), =

J . 0
. . 1, fallsi=kAj=¢
T,k vertauscht die £-te mit der k-ten

. 0 sonst
Zeile.




Losen eines LGS — Idee 2: GauR (I1)

Wir kennen drei Elementaroperationen: Zeilenvertauschungen,
Zeilenmultiplikationen und Gaul-Scherungen.

Elementaroperationen (Multiplikation mit einem Skalar)

Jede (Zeilen-)Elementaroperation

lasst sich als Linksmultiplikation 1 fallsisjnize
einer Elementarmatrix (D¢(«a)) mit De(e)=(de)ij=q o ,fallsi=t=j

A und b darstellen.

Dy(a) multipliziert die ¢-te Zeile mit c.

0 sonst




Losen eines LGS — Idee 2: GauR (I1)

Wir kennen drei Elementaroperationen: Zeilenvertauschungen,
Zeilenmultiplikationen und GauB-Scherungen.

Elementaroperationen (Zeilenaddition) — Gauf3-Scherungen

Jede (Zeilen-)Elementaroperation

lasst sich als Linksmultiplikation

einer Elementarmatrix (N, x(a)) 1 oElsE
mit A und b darstellen. Nz,k(a):(nz,k)”: o fallsi=eAj=k
N¢ k() addiert das a-fache der ¢-ten
Zeile auf die k-te Zeile.

0 sonst




Losen eines LGS — Idee 2: GauR (I1)

Wir kennen drei Elementaroperationen: Zeilenvertauschungen,
Zeilenmultiplikationen und GauB-Scherungen.

Statt fUr jedes b die Eliminationen nochmal durchzufiihren (= n® Schritte)
merken wir uns die Eliminationsmatrizen in einer Matrix M.
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Losen eines LGS — Idee 2: GauR (I1)

Wir kennen drei Elementaroperationen: Zeilenvertauschungen,
Zeilenmultiplikationen und GauB-Scherungen.

Statt fur jedes b die Eliminationen nochmal durchzufiihren (= n® Schritte)
merken wir uns die Eliminationsmatrizen in einer Matrix M.

Aus Mathe ist ebenso bekannt, dass es zum Ldsen von LGS (nahezu) nur
Operationen der Zeilenaddition braucht. Beschranken wir uns auf diese
Operationen, so erhalten wir eine besondere Form der Matrix M.

$S2021 | Florian Frank FAU




Losen eines LGS — GauB ~+ LR-Faktorisierung (1) rEs

Lost man ein lineares Gleichungssystem mit GauB, kann man sich die
JFaktoren o der GauB-Scherungen in einer linken unteren
Dreiecksmatrix L merken.



Losen eines LGS — GauB ~ LR-Faktorisierung (1) rnEs

Lost man ein lineares Gleichungssystem mit GauB, kann man sich die
JFaktoren o der GauB-Scherungen in einer linken unteren
Dreiecksmatrix L merken.

Lemma 2.1 (Inverse der Gauf3-Scherung)
Fur N,-,j(a) gllt

N7 (@) = Nij(—c)




Losen eines LGS — GauB ~» LR-Faktorisierung (1)

Lost man ein lineares Gleichungssystem mit GauB, kann man sich die
JFaktoren o der GauB-Scherungen in einer linken unteren
Dreiecksmatrix L merken.

Lemma 2.1 (Inverse der Gauf3-Scherung)

Fur N,'J(Oz) gll.t

N7 (@) = Nij(—c)

Lemma 2.2 (LR-Faktorisierung)

Viele Matrizen A € R™" kann durch maximal s = > i GauB-Scherungen
Ny, () in die Form

A=L-R=Npp (=) Nigp(—as) N rs(as) - Ni g, (1) - A,

= =R

wobei L eine linke untere und R eine rechte obere Dreiecksmatrix ist, ge-
bracht werden.
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Losen eines LGS — GauB ~ LR-Faktorisierung (II)

Algorithmus 2.1 — LR-Faktorisierung ohne Pivotisierung

Eingabe : Eine Matrix A € R"*"

Ausgabe : L, R, sodass LR =A

(1) L+ 1,

2) R+ A

) fork« 1ton—1do

(&) forj< kR+1tondo

(5) Lj,k — Rj,k/Rhyk

(6) Rj’k:,, — Rj,k:n —Ljk- Rk,k:n /+ Aufpassen, R;p, ist ein Vektor «/
@) end for

(8) end for




Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Beispiel

Berechne die LR-Zerlegung der Matrix

4 3 2 1
20 17 15 M
|16 18 26 24

4 7 18 18
O Y
77 7 2
=172 7 > R=
R Y



Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Beispiel

4 3 2 1
Ao |20 7 15 m
16 18 26 24
4 7 18 18
0 7 7 7?7 7 7
20 7 7 7?7 7
L: R:
7 77 777
0 7 7 7?7 7 7
(:l)L(—ﬂA
(2 R+ A

3) fork < 1to3do
(4-7)
(s) end for




Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Beispiel

4 3 2 1
A_ |20 7 15 M
16 18 26 24
4 7 18 18
170 0 O 7?7 7 7
20?7 7?7 7
L_| 0100 NI
0 0 10 F S S
0 0 0 1 7?7 7 7
(1)L(—14
(2 R+ A

3) fork < 1to3do
(4-7)
() end for




1
0
0
0

o O = O

o = O O

- O O O

4 3 2 1
_ 20 17 15 N

16 18 26 24
4 7 18 18

(1) L+ 1,4

2 R+ A

3) fork < 1to 3 do

(4) forj < R+ 1to 4 do

(5) Lk < Rik/Ry

© Rj ks < Rj ks — Ljk - Ree ks

(7) end for

(8) end for




1
0
0
0

o O = O

o = O O

- O O O

4 3 2 1
_ 20 17 15 N

16 18 26 24

4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj < kR+1to 4 do
(5) Lj g < Rik/Ry
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? ) Rk,k:h
(7) end for

(8) end for




17 0 O
L — 0 1 O
0 0 1
0 0 O
L1 =

- O O O

4 3 2 1
_ 20 17 15 N

16 18 26 24

4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< R+1tos4do //3j =2
(5) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? ) Rk,k:h
(7) end for

8) end for




o O = O

1
0
0
0

0 0
0 O
1 0
0 1
R34

4)3 2 1
e |(0)17 15 11
16 18 26 24
4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< kR+1tostdo //j =2
(5) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? ) Rk,k:h
(7) end for

8) end for




o O = O
o = O O
- O O O

1
5
0
0

4)3 2

16 18 26 24
4 7 18 18

(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork <~ 1to 3 do

(4) forj <+ k+1to 4 do

(s) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? ) Rk,k:h
@) end for

8) end for




1
5
0
0

o O = O

o = O O
- O O O

4)3 2 1
e |(0)17 15 11
16 18 26 24
4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj«< kR+1tostdo //j =2
(5) Lj,k = Rj,h/RM
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:l;
(7) end for

(8) end for




17 0 0 O
5 1 0 O
0 0 1 0
0 0 0 1
R 20
L= =21 = == 5

R4 =Ry14 — Lpq -

4)3 2 1
_ [@o)17 15 m

16 18 26 24

4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< R+1tos4do //3j =2
(5) Lj,k = Rj,h/RM
(6) Rj,k:4 <~ Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:l;
(7) end for

(8) end for




1T 0 0 O
L — 5 1 0 0
0 01 0
0 0 0 1
R 20
Ly = 2712725

Ry 14 = (20,17,15,11)" —5.

4)3 2 1
_ [@o)17 15 m

16 18 26 24

4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< R+1tos4do //3j =2
(5) Lj,k = Rj,h/RM
(6) Rj,k:4 <~ Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:l;
(7) end for

(8) end for




170 0 O
5 1 0 0
0 01 0
0 0 0 1
R 20
Loq =20 = % = 5

R2,1:4 = (07 27 57 6)T

4 3 2 1
_ 0 2 5 6

16 18 26 24

4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< R+1tos4do //3j =2
(5) Lj,k = Rj,h/RM
(6) Rj,k:4 <~ Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:l;
(7) end for

(8) end for




1
5
0
0

o O = O

o = O O

- O O O

4 3 2 1
_ 0 2 5 6

16 18 26 24

4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj < kR+1to 4 do
(5) Lj g < Rik/Ry
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? ) Rk,k:h
(7) end for

(8) end for




17 0 0 O
L — 51 0 0
0O 0 1 O
0 0 0 1
R34
L — =
> Ri1

4 3 2 1
_ 0 2 5 6

16 18 26 24

4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< R+1tos4do //3j =3
(5) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? ) Rk,k:h
(7) end for

8) end for




100 0
L:5100
0010
00 0 1
Rz31 1

Lyy = Ran _ 10

4)3 2 1
0 2 5 6
R
(16)18 26 24
4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< R+1tos4do //3j =3
(5) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:4 — Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:h
(7) end for

8) end for




o O = O
o = O O
- O O O

,
5
4
0

4 7 18 18

(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork <~ 1to 3 do

(4) forj <+ k+1to 4 do

(5) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:4 — Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:h
(7) end for

8) end for




o O =~ O
o = O O
- O O O

,
5
4
0

4)3 2 1
R 0 2 5 6
18 26 24
4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< R+1tos4do // i =3

(5)
(6)

Lj,re < Rik/Rep

Rj,k:4 ~ Rj,k:l& - Lj,l? : Rk,k:4

(7) end for

(8) end for




1T 0 0 O
5 1T 0 0
4 0 1 0
0 0 0 1
R 16
L3ﬁ1:ﬂzzz4

R34 = R34 — L3 -

4)3 2 1
R 0 2 5 6
18 26 24
4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< R+1tos4do // i =3

(5)
(6)

Lj,re < Rik/Rep

Rj,k:4 ~ Rj,k:l& - Lj,l? : Rk,k:4

(7) end for

(8) end for




1T 0 0 O
|5 100
4 0 1 0
0 0 0 1
R 16
L3ﬁ1=ﬁzzz4

Rs 1.4 = (16,18,26,24)" —4-

4)3 2 1
0 2 5 6
R
(16)18 26 24
4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork <~ 1to 3 do // k=1
(4) forj«< kR+1tostdo //j =3
(5) Lj,k = Rj,h/RM
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




17 0 0 O
51 0 0
4 0 1 O
0 0 0 1
R 16
L3.1:ﬂzzz4

Rs1.4 = (0,6,18,20)"

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 6 18 20
4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj«< kR+1tostdo //j =3
(5) Lj,k = Rj,h/RM
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




,
5
4
0

o O =~ O

o = O O

- O O O

4 3 2 1
R— 0 2 5 6
0 6 18 20
4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1

(4) forj«+ k+1to4do

(5) Lj g < Rik/Ry
(6) Rj,k;h — Rj,k;A —
(7) end for

(8) end for

Ljk - Re ke




17 0 O
L — 5 1 0
4 0 1
0 0 O
Lyq =

- O O O

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 6 18 20
4 7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< kR+1tostdo //j =4
(5) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:h
(7) end for

8) end for




1T 0 0 O
L — 5 1T 0 0
4 0 1 0
0 0 0 1
R
Lyq = —=

4)3 2 1
0 2 5 6
R =
0 6 18 20
@7 18 18
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< kR+1tostdo //j =4
(5) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:4 — Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:h
(7) end for

8) end for




o O =~ O
o = O O
- O O O

,
5
4
1

(1) L+ 1,4
(20 R+ A

3) fork < 1to3do
(4) forj <+ k+1to 4 do

(s)
(6)

ety S Rj,k:l& - Lj,l? ) Rk,k:h

(7) end for

8) end for




170 0 O

5 1 0 0

4 0 1 0

17 0 0 1
R 4

Ly = =21 = 7=
Ry =

4)3 2 1
0 2 5 6
R =
0 6 18 20
@7 18 18
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj« kR+1to4do //j =4
(5) Lj,k = Rj,h/RM
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




o O =~ O
o = O O
- O O O

,
5
4
1

(1) L+ 1,4
(2) R+ A

3) fork < 1to3do
(4) forj <+ kR+1to 4 do

(5)
(6)

Ljp < Ri.te/Re 1

el £ Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4

(7) end for

(8) end for




R4,1:4 =

1T 0 0 O
5 1 0 0
4 0 1 0
1T 0 0 1
R 4
L“:ﬁ:Z:1

4)3 2 1
0 2 5 6
R =
0 6 18 20
@7 18 18
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj« kR+1to4do //j =4
(5) Lj,k = Rj,h/RM
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




17 0 0 O
51 0 0
4 0 1 O
17 0 0 1
Rii 4
L4.1:ﬁ2221

Ry4 = (0,4,16,17)"

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 6 18 20
0 4 16 17
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj« kR+1to4do //j =4
(5) Lj,k = Rj,h/RM
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




,
5
4
,

o O =~ O

o = O O

- O O O

4 3 2 1
R— 0 2 5 6
0 6 18 20
0 4 16 17
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=1

(4) forj«+ k+1to4do

(5) Lj g < Rik/Ry
(6) Rj,k;h — Rj,k;A —
(7) end for

(8) end for

Ljk - Re ke




,
5
4
,

o O =~ O

o = O O

- O O O

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 6 18 20
0 4 16 17
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to 3 do
(4) forj < R+ 1to 4 do
(5) Lk < Rik/Ry
©) Rj ket <= Rj ks — Lj k- Re s
(7) end for

(8) end for




,
5
4
,

o O =~ O

o = O O

- O O O

4 3 2 1
R— 0 2 5 6
0 6 18 20
0 4 16 17
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=2

(4) forj«+ k+1to4do

(5) Lj g < Rik/Ry
(6) Rj,k;h — Rj,k;A —
(7) end for

(8) end for

Ljk - Re ke




17 0 0 O
L — 51 0 0
4 0 1 O
17 0 0 1
Rs
L3p =22
2=

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 6 18 20
0 4 16 17
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj< R+1tos4do //3j =3
(5) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:h
(7) end for

8) end for




o O =~ O
o = O O
- O O O

,
5
4
1

(1) L+ 1,4
(20 R+ A

3) fork < 1to3do
(4) forj <+ k+1to 4 do

(s)
(6)

(7) end for

8) end for




o W = O
o = O O
- O O O

,
5
4
,

(1) L+ 1,4
(20 R+ A

3) fork < 1to3do
(4) forj <+ k+1to 4 do

(s)
(6)

(7) end for

8) end for




17 0 0 O

51 0 0

4 3 1 0

17 0 0 1
R3 2 6

L = > = — = 3

32 Ry 2
R34 =

4 3 2 1
0(2)s5 6
R =
0 (6)18 20
0 4 16 17
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj«< kR+1tostdo //j =3
(5) Lj,k — Rj,h/Rk'k
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




17 0 0 O
51 0 0
4 3 1 0
17 0 0 1
R3 2 6
L = E === 3
> Ry, 2

R34 = R3p.4 — L3 - Ry

4 3 2 1
0(2)s5 6
R =
0 (6)18 20
0 4 16 17
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj«< kR+1tostdo //j =3
(5) Lj,k — Rj,h/Rk'k
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




17 0 0 O
L — 51 0 0
4 3 1 0
17 0 0 1
R3 2 6
L = E === 3
> Ry, 2

R34 = (6,18,20)" —3-(2,5,6)"

4 3 2 1
0(2)s5 6
R =
0 (6)18 20
0 4 16 17
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj«< kR+1tostdo //j =3
(5) Lj,k — Rj,h/Rk'k
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




17 0 0 O

5 1 0 O

4 3 1 0

17 0 0 1
Rs > 6

T Ry, 2

Rs 24 = (0,3,2)"

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 4 16 17
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj«< kR+1tostdo //j =3
(5) Lj,k — Rj,h/Rk'k
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
@ end for

(8) end for




,
5
4
1

o W -~ O

o = O O

- O O O

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 4 16 17
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj < kR+1to 4 do
(5) Lj g < Rik/Ry
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? ) Rk,k:h
(7) end for

(8) end for




17 0 O
L — 5 1 0
4 3 1
17 0 O
Lyr =

- O O O

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 4 16 17
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj< R+1tosdo // 3 =4
(s) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? : Rk,k:h
@) end for

8) end for




o W = O
o - O O
- O O O

,
5
4
1

(1) L+ 1,4
(20 R+ A

3) fork < 1to3do
(4) forj <+ k+1to 4 do

(s)
(6)

ety S Rj,k:l& - Lj,l? ) Rk,k:h

(7) end for

8) end for




N W =~ O
o = O O
- O O O

,
5
4
,

(1) L+ 1,4
(20 R+ A

3) fork < 1to3do
(4) forj <+ k+1to 4 do

(s)
(6)

it = Rikew = Ljk - Refes

(7) end for

8) end for




70 0 O

5 1 0 0

4 3 1 0

17 2 0 1
R4 - 4

L = — — — —= 2

4,2 Ry 2
R4,2:4 =

4 3 2 1
0@5 6
R =
0 0 3 2
0 (&) 16 17
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj«< kR+1tosdo //j =14
(5) Lj,k — Rj,h/Rk'k
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




17 0 0 O
51 0 0
4 3 1 0
1 2 0 1
Rs» 4
L = " = _ =2
42 Ra 2
R4 2.4 = —L42-Roous

4 3 2 1
0@5 6
R =
0 0 3 2
0 (&) 16 17
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj«< kR+1tosdo //j =14
(5) Lj,k — Rj,h/Rk'k
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




70 0 O
L — 5 1 0 0
4 3 1 0
17 2 0 1
R4 4
L = —= = —_—= 2
4,2 R272 2
Ru4 = -2-(2,5,6)"

4 3 2 1
0@5 6
R =
0 0 3 2
0 (&) 16 17
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj«< kR+1tosdo //j =14
(5) Lj,k — Rj,h/Rk'k
(6) Rj,k:4 A Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




1T 0 0 O

5 1T 0 0

4 3 1 0

1T 2 0 1
Rir, 4

4,2 Ry, 7

s

R4,2:4 = (0 67 S)T

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 0 6 5
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj«< kR+1tosdo //j =14
(5) Lj,k = Rj,h/RM
(6) Rj,k:4 <~ Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




,
5
4
,

N W = O

o = O O

- O O O

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 0 6 5
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj < kR+1to 4 do
(5) Lj g < Rik/Ry
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? ) Rk,k:h
(7) end for

(8) end for




,
5
4
,

N W = O

o = O O

- O O O

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 0 6 5
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to 3 do
(4) forj<+ kR+1to 4 do
(5) Lk < Rik/Ry
(6) R k4 < Rjk4 — Ljk - Re s
@ end for

(8) end for




,
5
4
,

N W = O

o = O O

- O O O

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 0 6 5
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=3
(4) forj < kR+1to 4 do
(5) Lj g < Rik/Ry
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? : Rk,k:h
(7) end for

(8) end for




,
5
4
,

0 O
1 0
3 1
2 0
Lyz =

- O O O

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 0 6 5
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=3
(4) forj< R+1tostdo //j=u4
(5) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? : Rk,k:h
(7) end for

8) end for




17 0 0 O
L — 51 0 0
4 3 1 0
1 2 0 1
R4 3
L = —= =
43 Ros

4 3 2 1
R_| 0256
1o 0(3)2
0 05
(1) L+ 1,4
(2 R+ A

3) fork < 1to3do
(4) forj <+ k+1to 4 do

(5) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:4 — Rj,k:l& -
(7) end for

8) end for

// k=3
/] =4
Ljk - Re ks




N W = O
N = O O
- O O O

,
5
4
,

o O O &

(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork <~ 1to 3 do

(4) forj <+ k+1to 4 do

(5) Lj k< Rik/Rep
(6) Rj,k:4 — Rj,k:l& -
(7) end for

8) end for




17 0 0 O

51 0 0

4 3 1 0

1 2 2 1
R4 3 6

L = —=—_=2

T R 3
R4,3:4 -

4 3 2 1
R_ 0 2 5 6
0 0(3)2
0 0(6)5
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=3
(4) forj«< kR+1tosdo //j =14

(5)
(6)

Lj,re < Rik/Rep

Rj,k:4 ~ Rj,k:l& - Lj,l? : Rk,k:4

(7) end for

(8) end for




N W = O

,
5
4
,

Liz=

R4,3:4 =

N = O O

- O O O

—L43-R33s

4 3 2 1
R_ 0 2 5 6
0 0(3)2
0 0(6)5
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=3
(4) forj«< kR+1tosdo //j =14
(5) Lj,k = Rj,h/Rk'k
6 Rj,k:4 ~ Rj,k:l& - Lj,l? : Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




1 0
5 1
4 3
1 2
Liz=
Ryz.4 =

N = O O

- O O O

4 3 2 1
R_ 0 2 5 6
0 0(3)2
0 0(6)5
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=3
(4) forj«< kR+1tosdo //j =14
(5) Lj,k = Rj,h/Rk'k
6 Rj,k:4 ~ Rj,k:l& - Lj,l? : Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




N W = O
N = O O
- O O O

,
5
4
,

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 0 0 1
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to3do // k=3
(4) forj«< kR+1tosdo //j =14
(5) Lj,k = Rj,h/RM
(6) Rj,k:4 <~ Rj,k:l& - Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for

(8) end for




,
5
4
,

N W = O

N = O O

- O O O

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 0 0 1
(1) L+ 1,4
2) R+ A
3) fork < 1to3do // k=3
(4) forj < kR+1to 4 do
(5) Lj g < Rik/Ry
(6) Rj,k:l& — Rj,k:l& - Lj,l? : Rk,k:h
(7) end for

(8) end for




,
5
4
,

N W = O

N = O O

- O O O

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 0 0 1
(1) L+ 1,4
2 R+ A
3) fork < 1to 3 do
(4) forj<+ kR+1to 4 do
(5) Lk < Rik/Ry
(6) R k4 < Rjk4 — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




,
5
4
,

N W =2 o

N = O O

- O O O

4 3 2 1
0 2 5 6
R =
0 0 3 2
0 0 0 1
(1) L+ 1,
(20 R« A
3) fork < 1to3do
(4) forj«+ k+1to4do
(5) Lj,k — Rj=k/Rk,k
© Rk < Rjka — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fur
tridiagonale Matrizen



Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥ISS

a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung fiir die nachfolgende tridiagonale
Matrix (ohne Pivotsuche)

17 2 0 0

g_| 3830

0 -8 13 3

0 0 —2 —4
77 7 7 7?7 7
77 7 2 77 7 7

L= R =

7 07 7 2 77 7 2
77 7 7 7?7 7



Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥[SS

17 2 0 O
B:—3—830
0 -8 13 3
0 0 -2 —4
27 7 2 2 7 7 2
7 7 7 7 7
L: R:
77 7 7 7
FOY S B¢ F S S
(1) L« 14
(2 R+ B

3) fork < 1to3do
(4-7)
(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥[SS

17 2 0 O
B_ -3 -8 3 0
0 -8 13 3
0 0 -2 —4
17 0 0 O 7 7 7
0 1T 0 O ?2 7?7 7?7 7
0 0 1 O 7 7
0 0 0 1 7 7 7
(1) L« 14
(2 R< B

3) fork < 1to 3 do
(4-7)
(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥ISS

S O O -

o O =~ O

S - O O

- O O O

17 2 0 O

p_ | 383 0

0 -813 3

0 0 —2—4
(1)L(—14
(2 R+~ B

) for k < 1to 3 do
(4) forj«+ k+1to4do

(5) Lj,k — Rj=k/Rk,k
) Rj kit < Rj kit — Ljk  Re ket
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

o O O -

o O = O

o = O O

- O O O

17 2 0 O
-3-83 0
R —
0 —-813 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj <+ kR+1to 4 do
(5) Lj,k < Rj,h/RM
(6) Rj k4 < Rjka — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

o O O -

o O = O
o = O O

- O O O

17 2 0 O
-3-83 0
R —
0 —-813 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< kR+1tosdo //j =2
(5) Lj b < Rik/Rp,r
(6) Rj k4 < Rjka — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

o O O -
o O = O

o = O O
- O O O

2 0 0
- 83 0
—-813 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=1

(4) forj< kR+1tosdo //j =2
(5) Lj b < Rik/Rp,r

G} Rj ket <= Rj ks — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




1T 0 O

L — -3 1 0
0 0 1

0 0O

Ly = ek

- O O O

2 0 0
- 83 0
—-813 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=1

(4) forj< kR+1tosdo //j =2
(5) Lj b < Rik/Rp,r

G} Rj ket <= Rj ks — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




0 0
-3 1 0 O
1 0
0 1

2 0 O
83 0
R —
-8 13 3
0 0 —2—4
(2) L« 14
(2) R+ B
3) fork <~ 1to3do // k=1
(4) forj«< R+1tosdo // =2
(5) Lj k< Rik/Ry
® Rika < Rika — Ljk - R ks
(7) end for

(8) end for




0 0
-3 1 0 O
1 0
0 1

Ryhn =3

L1=*+=—=-3

1

R4 =Ry — Lo -

2 0 O
83 0
R —
-8 13 3
0 0 —2—4
(2) L« 14
(2) R+ B
3) fork <~ 1to3do // k=1
(4) forj«< R+1tosdo // =2
(5) Lj k< Rik/Ry
® Rika < Rika — Ljk - R ks
(7) end for

(8) end for




0 0
-3 1 0 O
1 0
0 1

2 0 O
83 0
R —
-8 13 3
0 0 —2—4
(2) L« 14
(2) R+ B
3) fork <~ 1to3do // k=1
(4) forj«< R+1tosdo // =2
(5) Lj k< Rik/Ry
® Rika < Rika — Ljk - R ks
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥ISS

170 0 O 172 0 O
-3 1 0 O -2
L= R— 0 3 0
0 0 1T 0 0 -813 3
0 0 0 1 0 0 —2—4
(1) L+ Ty
L _@_;3__3 @ R« B
20 = = =
1 3) fork < 1to3do /] k=1
(4) forj«< R+1tosdo // =2
. (5) Lj k< Rik/Rp
R2,1:4 = (07 _2a 3a 0) (6) R/',I?:A &= R}',k:h = Lj,l? . Rk,k:4
(7) end for
(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

o = O O

- O O O

17 2 0 O
0 -23 0
R =
0 —-813 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj <+ kR+1to 4 do
(5) Lj,k < Rj,h/RM
(6) Rj k4 < Rjka — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




17 0 0 O

| -31 0 O
0 0 1 0

0 0 0 1
I_37‘|:O

17 2 0 O
0 -23 0
R =
0 —-813 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< kR+1tosdo //j =3
(5) Lj b < Rik/Rp,r
(6) Rj k4 < Rjka — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




17 0 0 O

L — -3 1 0 O

0 0 1 O

0 0 0 1
L[37=0

R31.4 = R34

172 0 O
0 -23 0
R =
0 -813 3
0 0 —2—4
(2) L« 14
(2) R+ B
3) fork <~ 1to3do // k=1
(@) forj«+k+1to4do //j =3
(5) Lj k< Rik/Ry
® Rika < Rika — Ljk - R ks
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

o = O O

- O O O

17 2 0 O
0 -23 0
R =
0 —-813 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj <+ kR+1to 4 do
(5) Lj,k < Rj,h/RM
(6) Rj k4 < Rjka — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




10 0 0
|31 00
1o o0 10

00 0 1

Was passiert mit Nullen?

Gilt Rjyk =0, so ist Lj,k =0und Rj,k:z,
bleibt unverandert!

17 2 0 O
0 -23 0
R =
0 —-813 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
(2) R+~ B
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj< kR+1tosdo //j =4
(5) Lj b < Rik/Rp,r
©) Rj ket <= Rj ks — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




0 0
-3 1 0 O
1 0
0 1

Was passiert mit Nullen?

Gilt R, =0,s0istLj, = 0und Rj 4
bleibt unverandert!

17 2 0 O

R_ 023 O

0 -813 3

0 0 —2—-4
(1)‘.(—14
(2 R+ B

3) fork <~ 1to 3 do
(4) forj<+ R+ 1to 4 do

(5) Lj k< Rik/Ry
(6) Ri,l?:h — R}',k:h
@) end for

(8) end for

// k=1
/3 =4
—Ljk * Re,kes




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

o = O O

- O O O

17 2 0 O
0 -23 0
R =
0 —-813 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=1
(4) forj <+ kR+1to 4 do
(5) Lj,k < Rj,h/RM
(6) Rj k4 < Rjka — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




0
0
1
0

- O O O

17 2 0 O

R— 023 O

0 -813 3

0 0 —2—-4
(1)L(—14
(2 R+~ B

) for k < 1to 3 do
(4) forj«+ k+1to4do

(5) Lj,k — Rj=k/Rk,k
) Rj kit < Rj kit — Ljk  Re ket
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

o = O O

- O O O

17 2 0 O
0 -23 0
R =
0 —-813 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj <+ kR+1to 4 do
(5) Lj,k < Rj,h/RM
(6) Rj k4 < Rjka — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

o = O O

- O O O

17 2 0 O
0 -23 0
R p—
0 —-813 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj< kR+1tosdo //j =3
(5) Lj b < Rik/Rp,r
(6) Rj k4 < Rjka — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




0
0
0
1

(1) L+ 1,4
2 R+~ B

o O O =

(3) fork «+ 1to3do
(4) forj«+ k+1to4do

(5)
(6)

det < Rips — Ljg - Rera

(7) end for

(8) end for




0
0
1
0

- O O O

(1) L+ 1,4
2 R+~ B

o O O =

(3) fork «+ 1to3do
(4) forj«+ k+1to4do

(5)
(6)

et < Riges — Lk - R ket

(7) end for

(8) end for




0 0
-3 1 0 O
1 0
0 1

R, -8
g = 2 = —— =7
3,2 R272 )
R3,2:4 —

1 0 O
0 3 0
R pr—
0 13 3
0 —2 —4
(2) L« 14
(2) R+ B
3) fork <~ 1to3do // k=2
(&) forj« kR+1to4do // =3
(5) Lj k< Rik/Ry
® Rika < Rika — Ljk - R ks
(7) end for

(8) end for




0 0
-3 1 0 O
1 0
0 1

R32.4 = R32.4 — L33 - Ry .4

1 0 O
0 3 0
R pr—
0 13 3
0 —2 —4
(2) L« 14
(2) R+ B
3) fork <~ 1to3do // k=2
(&) forj« kR+1to4do // =3
(5) Lj k< Rik/Ry
® Rika < Rika — Ljk - R ks
(7) end for

(8) end for




0 0
-3 1 0 O
1 0
0 1

R34 = (—8,13,3)" —4-(-2,3,0)"

1 0 O
0 3 0
R pr—
0 13 3
0 —2 —4
(2) L« 14
(2) R+ B
3) fork <~ 1to3do // k=2
(&) forj« kR+1to4do // =3
(5) Lj k< Rik/Ry
® Rika < Rika — Ljk - R ks
(7) end for

(8) end for




0
0
1
0

- O O O

172 0 O
-2
R— 0 3 0
0O 0 1 3
0 0 —2—4
(:l)L(—ﬂz,
2 R+ B
3) fork <~ 1to3do // k=2

(4) forj < R+ 1to 4 do

(5) Lj k< Rik/Ry

© Rika < Rika — Ljk - R ks
(7) end for

(8) end for

// 3 =3




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

17 0 0 O 17 2 0 O
-3 1 0 O —
L — R— 0 -23 0

0 4 1 O 0O 0 1 3

0 0 0 1 0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj+ R+ 1to4do
(5) Lj,k < Rj,h/RM
G} Rj ket <= Rj ks — Lj k- Re s
(7) end for
(8) end for




10 0 0
|31 00
1l o0 4 10

0 0 0 1

Was passiert mit Nullen?

Gilt Rjyk =0, so ist Lj,k =0und Rj,k:z,
bleibt unverandert!

17 2 0 O
R_ 0 23 0
0O 0 1 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=2

(8) forj«< kR+1to4do // 5 =4
(5) Lj <= Rie/Rer

(6) Rj ke <= Rj ks — Lj k- Re ks
(7) end for

(8) end for




0 0
-3 1 0 O
1 0
0 1

Was passiert mit Nullen?

Gilt R, =0,s0istLj, = 0und Rj 4
bleibt unverandert!

172 0 O
0 -23 0
R pr—
0O 0 1 3
0 0 —2—4
(1) L« 14
(2) R+ B
3) fork <~ 1to 3 do // k=2
(4) forj«< R+1tosdo //j =4
(5) Lj k< Rik/Ry
® Rk < Rika = Ljk * Re s
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

17 0 0 O 17 2 0 O
-3 1 0 O —
L — R— 0 -23 0

0 4 1 O 0O 0 1 3

0 0 0 1 0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k=2
(4) forj+ R+ 1to4do
(5) Lj,k < Rj,h/RM
G} Rj ket <= Rj ks — Lj k- Re s
(7) end for
(8) end for




0
0
1
0

- O O O

17 2 0 O

R— 023 O

0 0 1 3

0 0 —2—-4
(1)L(—14
(2 R+~ B

3) fork < 1to 3 do

(4) forj«+ k+1to4do

(5) Lj,k — Rj=k/Rk,k
) Rj kit < Rj kit — Ljk  Re ket
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

17 0 0 O 17 2 0 O
-3 1 0 O —
L — R— 0 -23 0

0 4 1 O 0O 0 1 3

0 0 0 1 0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k =3
(4) forj+ R+ 1to4do
(5) Lj,k < Rj,h/RM
G} Rj ket <= Rj ks — Lj k- Re s
(7) end for
(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

o = O O

- O O O

17 2 0 O
0 -23 0
R =
0O 0 1 3
0 0 —2—4
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k =3
(4) forj< kR+1tosdo // 5 =4
(5) Lj <= Rie/Rer
G} Rj ket <= Rj ks — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

o = O O
- O O O

]

Il
©c o o -
o o
_L\UJ

(1) L+ 1,4

2 R+~ B

3) fork < 1to3do // k =3
(8) forj« kR+1to4do // 5 =4
(5) Lj b < Rik/Rp,r

G} Rj ket <= Rj ks — Ljk - Re s
(7) end for

(8 end for




1T 0 0 O
| -31 0 O
0 4 1 0
0 0 -21
R4 3 -2
4.3 R3‘3 1

]

Il
©c o o -
o o
_L\UJ

(1) L+ 1,4

2 R+~ B

3) fork < 1to3do // k =3
(8) forj« kR+1to4do // 5 =4
(5) Lj <= Rie/Rer

G} Rj ket <= Rj ks — Ljk - Re s
(7) end for

(8 end for




170 0 O
L -3 1 0 O
0 4 1 O
0 0 -2 1
R4 3 -2
L = s e = )
43 Ros r
Ryz.4 =

17 2 0 O

R— 0 -23 O

0 0 3

0 0 4
(1) L« 14
(2 R+ B

) for k< 1to3do

(4) forj < R+ 1to 4 do
(5) Lj k< Rik/Ry
® R; ks < Rjks —
@) end for

(8) end for

// k =3
// 3 =4
Lj k- Re s




170 0 O
L -3 1 0 O
0 4 1 O
0 0 -2 1
R4 3 -2
" Rs;3 1
R4 3.4 = —L4s3- R334

17 2 0 O

R_ 0 -23 O

0 0 3

0 0 4
(1) L« 14
(2 R+ B

(3) fork < 1to3do

(4) forj < R+ 1to 4 do
(5) Lj k< Rik/Ry
(6) R/',I?:A < Rj,k:A —
@) end for

(8) end for

// k =3
// 3 =4
Lj k- Re s




0
0
0
1

(1) L« 14
(2 R+ B

oS O O =~

(3) fork < 1to3do
(4) forj < R+ 1to 4 do

(5)
(6)

(7) end for

(8) end for




17 0 0 O
L -3 1 0 O
0 4 1 O
0 0 -2 1
R4 3 -2
43 Ros 1
R34 = (0,2)7

17 2 0 O

R— 023 O

0 0 1 3

0 0 0 2
(1) L« 14
(2 R+ B

3) fork <~ 1to3do
(4) forj < R+ 1to 4 do

(5) Lj k< Rik/Ry
(6) R/',I?:A <~ R}',k:h -
(7) end for

(8) end for

// k=3
/] =4
Lj k- R ket




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥|SS

- O O O

17 2 0 O
0 -23 0
R =
0 O 3
0 0 0 2
(1) L+ 1,4
2 R+~ B
3) fork < 1to3do // k =3
(4) forj <+ kR+1to 4 do
(s) Lj k< Rik/Ry
(6) Rj k4 < Rjka — Ljk - Re s
(7) end for

(8) end for




0
0
0
1

17 2 0 O

R— 023 O

0 0 1 3

0 0 0 2
(2) L(—14
(2 R+~ B

) for k < 1to 3 do
(4) forj«+ k+1to4do

(5) Lj,k — Rj=k/Rk,k
) Rj kit < Rj kit — Ljk  Re ket
(7) end for

(8) end for




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥ISS

a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung fiir die nachfolgende tridiagonale
Matrix (ohne Pivotsuche)

12 0 0

B:—3—830

0 -8 13 3

0 0 -2 —4

Losung:

10 0 O 1 2 00
B_—31oo 0 -2 3 0
10 4 1 0 0 0 1 3
0 0 -2 1 0 0 0 2




Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥[SS

b) Gegeben sei nun eine allgemeine tridiagonale n x n-Matrix der Form

b, G 0 0 e 0 0 0 0
aq bz C 0 cee 0 0 0 0
0 ap bz Cy s 0 0 0 0
A= : . : : :
0 0 0 0 <e+ Qp_3z bn_y cho 0
0 0 0 0 000 0 an—» bn_1 Ch—1
O 0 0 0 - 0 0 ayns by

Welche Struktur haben L und R?
c) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A.



Aufgabe 1 — LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen g¥ISS

b) Gegeben sei nun eine allgemeine tridiagonale n x n-Matrix der Form

b, G 0 0 e 0 0 0 0
aq bz C 0 000 0 0 0 0
0 ap bz Cy s 0 0 0 0
A= : "o . : :
0 0 0 0 ce+ QAp—3 bn72 Ch—2 0
0 0 0 0 cee 0 ap_» bn_1 Ch-1
0 0 0 0 e 0 0 ap1 bp

Welche Struktur haben L und R?
c) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A.

d) Wie groR ist jeweils der Aufwand zum Ldsen der beiden Teilprobleme
Ly =bund Rx =y?



Rekapitulation —
Matrixzerlegungen (11)




Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Probleme (I) - 5

Betrachte hierzu das folgende Beispiel:

Wir faktorisieren die Matrix

1711
A= 1225
468

mit dem eben gelernten Algorithmus.




Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Probleme (I)

Betrachte hierzu das folgende Beispiel:

Wir faktorisieren die Matrix

1711
A= 1225
468

mit dem eben gelernten Algorithmus. Nach dem zweiten Eliminationsschritt
erhalten wir ein L und R von

100 1711
L=1]1210 R=1003
471 024




Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Probleme (I)

Betrachte hierzu das folgende Beispiel:

Wir faktorisieren die Matrix

1711
A= 1225
468

mit dem eben gelernten Algorithmus. Nach dem zweiten Eliminationsschritt
erhalten wir ein L und R von

100 1711
L=1]1210 R=1003
471 024

Es musste im nachsten Schritt durch 0 dividiert werden!




Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Probleme (I1)

Wir betrachten nun die Matrix

1 1 1
A= 2 2+¢ 5
4 6 8

fur kleines e. Offensichtlich erhalten wir fiir e = 0 Beispiel 2.1




Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Probleme (I1)

Wir betrachten nun die Matrix

1

4

1

6

1

A= 2 24+¢ 5

8

fur kleines e. Es ergibt sich eine LR-Zerlegung von




Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Probleme (1)  g¥[SS

1 0 0 1 1 1
L= 21 0 R= 0 & 3
4 2 1 0 0 4-—¢/k

;
Angenommen b = ( 1,0,0 ) und wir losen Ax = b mittels der LR-
Faktorisierung.




Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Probleme (I1)

17 0 0 111
L= 2 1 0 R= 0 ¢ 3
4 2 1 0 0 4-—¢6

;
Angenommen b = ( 1,0,0 ) und wir losen Ax = b mittels der LR-
Faktorisierung. Sei nun e auf Maschinengenauigkeit®, so gilt 4—6/c ~ —6/e.

1sehr klein, aber darstellbar

SS 2021 Florian Frank FAU UtAIgoKS - Matrixzerlegunge



17 0 0 11
L=L= 2 1 0 R= 0 € 3
b2 1 0 0 -

Angenommen b = ( 1,0,0 ! und wir losen Ax = b mittels der LR-
Faktorisierung. Sei nun e auf Maschinengenauigkeit, so gilt 4 — 6/c ~ —6/-.
Losen wir nun Ax = b mit der ungenauen LR-Zerlegung, sowie mit der
exakten Zerlegung, so erhalten wir

11/2 _ 2/35 11/2 gz:g 7/3
X — ~ — 2 ~
X = -2 ~ | -2 # X=| 55 | = |-
23e —2/3 —2/3 2 —2/3




—
I
—
I
SN
R oo
- O O
X
I
o O -
o M -
w =

—6/c

Angenommen b = ( 1,0,0 )T und wir losen Ax = b mittels der LR-
Faktorisierung. Sei nun e auf Maschinengenauigkeit, so gilt 4 — 6/c ~ —6/e.
Losen wir nun Ax = b mit der ungenauen LR-Zerlegung, sowie mit der
exakten Zerlegung, so erhalten wir

M —2f3¢ /2 g::; /3
X = -2 ~ | -2 # x=| 3% |~|-
2/3e —2/3 —2/3 e —2/3

Obwohl L und R relativ nahe bei L und R liegen ist LR weit von LR entfernt,
die berechnete Losung x wertlos.

Florian Fran| FAU tAlgoKS - Matrixzer



—
I
—
I
SN
R oo
- O O
X
I
o O -
o M -
w =

—6/c

Angenommen b = ( 1,0,0 )T und wir losen Ax = b mittels der LR-
Faktorisierung. Sei nun e auf Maschinengenauigkeit, so gilt 4 — 6/c ~ —6/e.
Losen wir nun Ax = b mit der ungenauen LR-Zerlegung, sowie mit der
exakten Zerlegung, so erhalten wir

M —2f3¢ /2 g::; /3
X = -2 ~ | -2 # x=| 3% |~|-
2/3e —2/3 —2/3 e —2/3

Obwohl L und R relativ nahe bei L und R liegen ist LR weit von LR entfernt,
die berechnete Losung x wertlos. Der Algorithmus ist numerisch instabil.

Florian Fran| FAU tAlgoKS - Matrixzer



Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Probleme (Ill) g¥[SS

Wann treten diese Probleme auf?

Wann immer Ry, < Rj gilt, und somit Ly, groR ist.







Losen eines LGS — LR-Faktorisierung: Probleme (Ill) g¥[SS

Wann treten diese Probleme auf?

Wann immer Ry, < Rj gilt, und somit Ly, groR ist.

Losungsvorschlag

Verhindere das Problem durch geeignet gewahlte Permutationen!

Turm- Spalten-
pivotisierung pivotisierung

Mégliche Wettkampf
Strategien Pivotisierung

Spezielle Vollstandige
Strategien Pivotisierung

$S2021 | Florian Frank FAU | TutAlgo!




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung (1) rnEs



LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung (1) rnEs

Strategie — Spaltenpivotisierung

Bringe das jeweils in der betrachtenden (Rest-)spalte betragsmdgig gréfSte
Element durch Zeilenvertauschungen auf die Diagonale.




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung (1)

Strategie — Spaltenpivotisierung

Bringe das jeweils in der betrachtenden (Rest-)spalte betragsmdgig gréfSte
Element durch Zeilenvertauschungen auf die Diagonale.

PLR-Faktorisierung einer Matrix A

Faktorisiere die Matrix A € R"*" nun in die Matrizen L, R und P, so dass
A = PLR

und fiir L, R, P gilt, dass ...




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung (1)

Strategie — Spaltenpivotisierung

Bringe das jeweils in der betrachtenden (Rest-)spalte betragsmdgig gréfSte
Element durch Zeilenvertauschungen auf die Diagonale.

PLR-Faktorisierung einer Matrix A

Faktorisiere die Matrix A € R"*" nun in die Matrizen L, R und P, so dass
A = PLR

und fiir L, R, P gilt, dass ...
... L€ R"™" eine untere, linke Dreiecksmatrix ist.




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung (1)

Strategie — Spaltenpivotisierung

Bringe das jeweils in der betrachtenden (Rest-)spalte betragsmdgig gréfSte
Element durch Zeilenvertauschungen auf die Diagonale.

PLR-Faktorisierung einer Matrix A

Faktorisiere die Matrix A € R"*" nun in die Matrizen L, R und P, so dass
A = PLR

und fiir L, R, P gilt, dass ...
... L€ R"™" eine untere, linke Dreiecksmatrix ist.
... R € R™*" eine obere, rechte Dreiecksmatrix ist.




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung (1)

Strategie — Spaltenpivotisierung

Bringe das jeweils in der betrachtenden (Rest-)spalte betragsmdgig gréfSte
Element durch Zeilenvertauschungen auf die Diagonale.

PLR-Faktorisierung einer Matrix A

Faktorisiere die Matrix A € R"*" nun in die Matrizen L, R und P, so dass
A = PLR

und fiir L, R, P gilt, dass ...

... L€ R"™" eine untere, linke Dreiecksmatrix ist.

... R € R™*" eine obere, rechte Dreiecksmatrix ist.

... P € R"™" eine Kombination aus Permutationsmatrizen ist.




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung (I1)

Satz 2.3 (Existenz der PLR-Zerlegung)

Fiir jede quadratische Matrix A € R"*" existieren Matrizen P, L, R wie vorhin,
so dass

A = PLR

gilt. In anderen Worten: Eine jede quadratische Matrix besitzt eine PLR-
Zerlegung.




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung (I1)

Satz 2.3 (Existenz der PLR-Zerlegung)

Fiir jede quadratische Matrix A € R"*" existieren Matrizen P, L, R wie vorhin,
so dass
A =PLR

gilt. In anderen Worten: Eine jede quadratische Matrix besitzt eine PLR-
Zerlegung.

Problem?

Was passiert wenn eine ganze Spalte nur aus Nullen besteht? Warum stellt
dies kein Problem fiir den Algorithmus dar?




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung (111)

Algorithmus 2.2 — LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung

Eingabe : Eine Matrix A € R"*"
Ausgabe : P, L,R,so dass PLR =A

(1) P+ 1,

(2) L+ 1,

3) R+ A

@ fork<1ton—1do

(5) i+ argmax, s IR, k| // Wihle Pivotelement (PE)
(6) Py +—— P; // Wende Permutationsmatrix auf P an
(7) Rk fn <— Ri,k;n // Tausche PE auf Diagonale
(8) Lk,1:k—1 & L,'71:k_1 // Tausche korrespondierende L-Zeilen
(9) forj«< k+1tondo

(20) Lj e < Rist/Ry

(12) Rikn < Rjkn — Lk - Rekin

(22) end for

(13) end for
(14) P« PT




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung: Beispiel g¥ISS

Berechne die PLR-Zerlegung der Matrix

2 1 0 0
A 10 20 5 0
0 6 4 8

0 0 10 20



LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung: Beispiel

2 1 0 O ? ? 7 ?
? ? ? ?
A 10 20 5 O p_ / /
0O 6 4 8 ? ? ? ?
0O 0 10 20 ? ? ? ?
[ S SR ¢ [ S S ¢
? ? ? ? ? ? ? ?
L= R=

[ S SR ¢ Y S S ¢
? ? ? ? ? ? ? ?

(1) P« 1,4

(2) L+ ]14

3) R« A

(&) fork < 1to3do
(5-12)

(13) end for

(1) P« PT




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung: Beispiel

2 1 0 O 1 0O 0 O
A 10 20 5 O p_ 0 1 0 0
0O 6 4 8 0O o 1 0
0O 0 10 20 0O 0 O 1
[ S SR ¢ [ S S ¢
? ? ? ? ? ? ? ?
L= R=

[ S SR ¢ Y S S ¢
? ? ? ? ? ? ? ?

(1) P+ 1,4

(2) L« 14

(3) R+ A

() fork < 1to3do
(5-12)

(13) end for

(14) P+ PT




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung: Beispiel

2 1 0 O 1 0O 0 O
A 10 20 5 O p_ 0 1 0 0
0O 6 4 8 0O o 1 0
0O 0 10 20 0O 0 O 1
1 0 0 o [ S S ¢
? ? ? ?
L 0 1 0 O R_ / / /
0O 0 1 0 Y S S ¢
0O 0 O 1 ? ? ? ?
(1) P+ 1,4
(2) L+ T4
(3) R+A

() fork < 1to3do
(5-12)

(13) end for

(14) P+ PT




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung: Beispiel

2 1 0 1. 0 0 O
. 0 20 5 0 p_ 0 1 0 O
0 6 4 8 0 0 1 0
0 0 10 20 0 0 0 1
1. 0 0 O 2 1 0 0
1o 0 1 0 O o 0 20 5 0
B 0 0 1 0 N 0 6 4 8
0 0 0 1 0 0 10 20

(1) P+ 1,4

(2)L(—14

3) R+ A

() fork < 1to 3 do
(5-12)
(13) end for
(14) P+ PT




1
0
0
0

o O =~ O

o = O O

- O O O

2 1 0 0
R— 10 20 5 0
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=1
(s) i« argmax, >, R, ¢|
(6) Pp <— P;
@) Re ket < Ri kst
® Liak—1 <= Li1p—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Lj,k — Rj,h/Rk'k
(21) R kn <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1
0
0
0

o O =~ O

o = O O

- O O O

2 1 0 0
R— 10 20 5 0
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=1
(s) i« argmax, >, R, ¢|
(6) Pp <— P;
@) Re ket < Ri kst
® Liak—1 <= Li1p—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Lj,k — Rj,h/Rk'k
(21) R kn <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1
0
0
0

o O = O

o = O O

- O O O

2 1 0 o
10 20 5 O

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,sp [R k| /71 =2
(6) P, +— P;
(@) Rk,k:lf — Ri,k:4
®) Lak—1 <= Lj1p—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Lj,k — Rj,k/Rkyk
(21) R k:n <= Rjken — Ljk - Reoken
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
1
0
0

o O O =

o = O O

- O O O

2 1 0 o
10 20 5 O

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,sp [R k| /71 =2
(6) P, +— P;
(@) Rk,k:lf — Ri,k:4
®) Lak—1 <= Lj1p—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Lj,k — Rj,k/Rkyk
(21) R k:n <= Rjken — Ljk - Reoken
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
1
0
0

o O O =

o = O O

- O O O

2 1 0 O
10 20 5 O

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,sp [R k| /71 =2
(6) Pk — P,‘
@) Ri ket < Ri gy
® Liik—1 = Liar—
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj,k «— Rj,k/Rkyk
(21) R k:n < Rjken — Ljk - Re,ken
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1
0
0
0

o O - O

o = O O

- O O O

10 20 5 0
2 1 0 O

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,sp [R k| /71 =2
(6) Pk — P,‘
@) Re ks < Ri ks
(8) Lk,1:k—‘| — L,',-|:k_1 // n.z.t.
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj,k «— Rj,k/Rkyk
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1
0
0
0

o O - O

o = O O

- O O O

0 20 5 0
2 1 0 O

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,sp [R k| /71 =2
(6) Pp <— P,‘
@) Re ks < Ri ks
(@ Leak—1 < Lj1r—1
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj k< Rik/Rp
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1
0
0
0

o O - O

o = O O

- O O O

10) 20 5 0

@100

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(1-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=1
(s) i« argmax,sp [R k| 7/ i =2
(6) Pp <— P,'
@ Rie ket < Ri ks
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4 do // 3 =2
(10) Lj b < Rik/Rp.p
(12) R kn < Riken — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0 O 10) 20 5 0
_| o 1 0 o0 . @ 1 o o
o o0 1 0 0O 6 4 8
0O 0 O 1 0O 0 10 20
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=1
(s) i« argmax,sp [R k| 7/ i =2
(6) Py <— P;
Ry ) @) Reka < Ri ks
g = =2l = = ®) Liak—1 <= Li1p—
' 10 (9) forj« k+1tosdo //j =2
(20) Ljk <= Ri/Re.r
(a2) Rjken <= Rjkn — Ljk - Reken
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




0
1
0
0

o = O O

- O O O

10) 20 5 0

@100

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(1-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=1
(s) i« argmax,sp [R k| 7/ i =2
(6) Pp <— P,'
@ Rie ket < Ri ks
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4 do // 3 =2
(10) Lj b < Rik/Rp.p
(12) R kn < Riken — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0 0
|1 0o
B 0 0 1 0
0 0 0 1
R 2
L21*A:ﬁ:1/5
Ry1:4 =

10) 20 5 0

@100

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,sp [R k| /71 =2
(6) Pk — P,‘
@) Re ks < Ri ks
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do // 3 =2
(10) Lj ke = Rik/Re
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0 O
L 5 1 0 0
N 0o 0 1 0
0 0 0 1

R 2
L2-1:A:ﬁ:1

Ryt =Ro14 — Lyq -

/5

10) 20 5 0
1 0 0
e | @
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,sp [R k| /71 =2
(6) Pp <— P,‘
@ Rie ket < Ri gy
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do // 3 =2
(10) Lj k < Rik/Ry
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0 O
L 5 1 0 0
N 0o 0 1 0
0 0 0 1

R 2
L2-1:A:ﬁ:1

Ry = (2,1,0,0)"—1/s5.

/5

10) 20 5 0

@100

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,sp [R k| /71 =2
(6) Pk — P,‘
@) Re ks < Ri ks
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do // 3 =2
(10) Lj ke = Rik/Re
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0 O
L 5 1 0 0
N 0o 0 1 0
0 0 0 1
R 2
Ly = 2’1:ﬁ:1/5

R4 = (0,-3,-1,0)7

10 20 5 0
O -3 -1 0
R —
0 6 4 8
0 0 10 20
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,sp [R k| /71 =2
(6) Pp <— P,‘
@ Rie ket < Ri gy
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do // 3 =2
(10) Lj k < Rik/Ry
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
1
0
0

o = O O

- O O O

0 20 5 0
0 -3 -1 0

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,sp [R k| /71 =2
(6) Pp <— P,‘
@ Rie ket < Ri gy
®) Liak—1 <= Lj1p—
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj,k — Rj,k/Rkyk
(21) R k:n <= Rjken — Ljk - Re,ken
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0
|10
0 0 1

0 0 0

L31=0

- O O O

10 20 5 0
o -3 -1 0
R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=1
(5) i < argmax, > [R, k]
(6) Py <— P;
@ Ri, ks < Ri s
(® Lpak—1 < Lj1:p—1
(9) forj« kR+1to4do // j =3
(0) Ljk <= Ri/Re.r
(21) R kn < Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0O
| oo
0O 0 1
0O 0 O
Lsq =0
R3,‘I:4 -

- O O O

10 20 5 0
o -3 -1 0
R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,>p, R, k|
(6) Pp <— P,‘
@ Rie ket < Ri gy
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do // 3 =3
(10) Lj ke = Rik/Re
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




0
1
0
0

o = O O

- O O O

0 20 5 0
0 -3 -1 0

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,>p, R, k|
(6) Pk — P,‘
@) Re ks < Ri ks
®) Liak—1 <= Lj1p—
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj o <= Rir/Re s
(21) R k:n <= Rjken — Ljk - Re,ken
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0
|10
0 0 1

0 0 0

Ly =0

- O O O

10 20 5 0
0O -3 -1 0
R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=1
(5) i < argmax, > [R, k]
(6) Py <— P;
@ Rie ket < Ri ks
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4 do //3 =4
(10) Lj,k — Rj,k/Rk’k
(12) R kn < Riken — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0

| 1o
0 0 1

0 0 0

L7 =0

Ry 1.4 = Ry 1.4

- O O O

10 20 5 0
o -3 -1 0
R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,>p, R, k|
(6) Pp <— P,‘
@ Rie ket < Ri gy
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do //3 =4
(10) Lj ke = Rik/Re
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




0
1
0
0

o = O O

- O O O

0 20 5 0
0 -3 -1 0

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=1
(5) i« argmax,>p, R, k|
(6) Pk — P,‘
@) Re ks < Ri ks
®) Liak—1 <= Lj1p—
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj o <= Rir/Re s
(21) R k:n <= Rjken — Ljk - Re,ken
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




0
1
0
0

o O O =

o = O O

- O O O

0 20 5 0
0O -3 -1 0
0O 6 4 8
0O 0 10 20

(2-3)
(4)
(5)
(6)
)
(8)
(9)

(10)
(12)
(12)
(13)
(14)

for k + 1to 3 do
i+ argmax, s, R, ¢|
Pp <— P,‘
Rk,k:lf — Ri,k:4
Lpak—1 < Lj1k—1
forj < R+ 1to 4 do
Ljp < Rj,te/Re
R k:n <= Rjken — Ljk - Reken
end for
end for
P« PT




0
1
0
0

o O O =

o = O O

- O O O

0 20 5 0
0 -3 -1 0

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(1-3) ...
(&) fork < 1to3do /] k =2
(s) i« argmax, >, R, ¢|
(6) Pp <— P;
@) Re ket < Ri kst
(8) Lrak—1 < Lj1k—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Lj,k — Rj,h/Rk'k
(21) R kn <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
1
0
0

o O O =

o = O O

- O O O

0 20 5 0
0 -3 -1 0

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(1-3) ...
(&) fork < 1to3do /] k =2
(s) i« argmax, >, R, ¢|
(6) Pp <— P;
@) Re ket < Ri kst
(8) Lrak—1 < Lj1k—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Lj,k — Rj,h/Rk'k
(21) R kn <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
1
0
0

o O O =

o = O O

- O O O

0 20 5 0
0 -3 -1 0

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pk — P,‘
@) Ri ket <— Rij gy
®) Lak—1 <= Lj1p—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Lj,k — Rj,k/Rkyk
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




0
0
1
0

o O O =

o O = O

- O O O

0 20 5 0
0 -3 -1 0

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pk — P,‘
@) Ri ket <— Rij gy
®) Lak—1 <= Lj1p—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Lj,k — Rj,k/Rkyk
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




0
0
1
0

o O O =

o O = O

- O O O

0 20 5 0
0 -3 -1 0

R =
0 6 4 8
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pp <— P,‘
@) Ri ket < Ri gy
®) Lak—1 = Lj1p—1
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj,k «— Rj,k/Rkyk
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




0
1
0
0

o = O O

- O O O

R =
0O -3 -1 0
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pk — P,‘
@) Re ks < Ri ks
® Liak—1 <= Litk—n
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj,k «— Rj,k/Rkyk
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




0
1
0
0

o = O O

- O O O

R =
O -3 -1 0
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pp <— P,‘
@) Re ks < Ri ks
(@ Leak—1 < Lj1r—1
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj k< Rik/Rp
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0
| 0 1 0
s 0 1
0 0 0
R3 .
Ly, =22
3,2 Rys

- O O O

10 20 5 O
0 4 8
R pr—
0 -1 0
0 10 20
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=2
(s) i« argmax,sp [R k| //i=3
(6) Py <— P;
@ Ri, ks < Ri s
(® Lpak—1 < Lj1:p—1
(9) forj« kR+1to4do // j =3
(0) Ljk <= Ri/Re.r
(22) R kn < Riken — Ljk - Rekin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




o = O O
- O O O

0
1
0
0

0 4 8
R =
0 -1 0
0 10 20
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=2
(s) i« argmax,sp [R k| //i=3
(6) Py <— P;
@ Rie ket < Ri ks
(® Lpak—1 < Lj1:p—1
(9) forj« kR+1to4do // j =3
(0) Ljk <= Ri/Re.r
(21) R kn < Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
0
1
0

- O O O

10 20 5 O
0 4 8
R pr—
0 -1 0
0 10 20
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=2
(s) i« argmax,sp [R k| //i=3
(6) Py <— P;
@ Ri, ks < Ri s
(® Lpak—1 < Lj1:p—1
(9) forj« kR+1to4do // j =3
(0) Ljk <= Ri/Re.r
(22) R kn < Riken — Ljk - Rekin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0 o
0 1 0 0
1 0
0 1

R35 3
L = 2 = =1
2T R, 6 />
R32.4 =

10 20 5 0
0 4 8
R =
0 -1 0
0 10 20
(1-3) ...
@) for k<« 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pp <— P,‘
@) Re ks < Ri ks
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do // 3 =3
(10) Lj ke = Rik/Re
(12) Rj kin <= Rjten = Ljk - Reken
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
0
1
0

- O O O

10 20 5 0
0 4 8
R =
0 -1 0
0 10 20
(1-3) ...
@) for k<« 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pp <— P,‘
@) Re ks < Ri ks
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do // 3 =3
(10) Lj ke = Rik/Re
(12) Rj kin <= Rjten = Ljk - Reken
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1 0
0 1
L =
1/5 _1/2
0 0
R
R3 2.4 =

0 0
0 0

1 0

0 1
-3

— = 9
6 /2

+12-(6,4,8)"

10 20 5 0
0 4 8
R =
0 -1 0
0 10 20
(1-3) ...
@) for k<« 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pp <— P,‘
@) Re ks < Ri ks
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do // 3 =3
(10) Lj ke = Rik/Re
(12) Rj kin <= Rjten = Ljk - Reken
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0 o
0 1 0 0
1 0
0 1

Ry, -3
L = = = = 1
"R, 6 &

R34 = (0,1,4)"

0 20 5 O
0 6 4 8
R pr—
0 O 1 4
0O O 10 20
(1-3) ...
&) fork < 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pp <— P,‘
@ Rie ket < Ri gy
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do // 3 =3
(10) Lj ke = Rik/Re
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0

| 0 1 0
s =12 1

0 0 0

La, =0

- O O O

0 20 5 0
0 6 4 8

R =
0 0 1 4
0 0 10 20
(1-3) ...
&) fork < 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pp <— P,‘
@) Re ks < Ri ks
(@ Leak—1 < Lj1r—1
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj k< Rik/Rp
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0

| 0 1 0
s =12 1

0 0 0

Ly, =0

Ry 2.4 = Ru 4

- O O O

10 20 5 0
0 6 4 8
R =
0 0 1 4
0 0 10 20
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do /] k =2
(s) i« argmax,sp [R k| //i=3
(6) Py <— P;
() Ri kit < Ri s
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4 do //3 =4
(10) Lj,k — Rj,k/Rk’k
(12) R kn < Riken — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




1 0
0 1
s —1/
0 o

o = O O

- O O O

0 20 5 O
0 6 4 8
R pr—
0O O 1 4
0O O 10 20
(1-3) ...
&) fork < 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pp <— P,‘
@ Rie ket < Ri gy
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do //3 =4
(10) Lj ke = Rik/Re
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1 0
0 1
s —1/
0 o

o = O O

- O O O

0 20 5 0
0 6 4 8

R =
0 0 1 4
0 0 10 20
(1-3) ...
&) fork < 1to3do /] k =2
(5) i« argmax,sp, [Rp| /71 =3
(6) Pp <— P,‘
@) Re ks < Ri ks
(@ Leak—1 < Lj1r—1
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj k< Rik/Rp
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for
(13) end for
(14) P+ PT




0
0
1
0

o O O =

o O = O

- O O O

0O 0 10 20

(2-3)
(4)
(5)
(6)
)
(8)
(9)

(10)
(12)
(12)
(13)
(14)

for k + 1to 3 do
i+ argmax, s, R, ¢|
Pp <— P,‘
Rk,k:lf — Ri,k:4
Lpak—1 < Lj1k—1
forj < R+ 1to 4 do
Ljp < Rj,te/Re
R k:n <= Rjken — Ljk - Reken
end for
end for
P« PT




0
0
1
0

o O O =

o O = O

- O O O

0 20 5 0
0 6 4 8

R =
0 0 1 4
0 0 10 20
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=3
(s) i« argmax, >, R, ¢|
(6) Pp <— P;
@) Re ket < Ri kst
(8) Lrak—1 < Lj1k—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Ljk <= Rik/Re.r
(12) Rjkn < Riken — Ljk - Rekin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
0
1
0

o O O =

o O = O

- O O O

0 20 5 0
0 6 4 8

R =
0 0 1 4
0 0 10 20
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=3
(s) i« argmax, >, R, ¢|
(6) Pp <— P;
@) Re ket < Ri kst
(8) Lrak—1 < Lj1k—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Ljk <= Rik/Re.r
(12) Rjkn < Riken — Ljk - Rekin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
0
1
0

o O O =

o O = O

- O O O©O

0 20 5 0
0 6 4 8

R =
0 0 1 4
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=3
(5) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
(6) Pk — P,‘
(7) Rk,k:lf — Ri,k:4
®) Lak—1 <= Lj1p—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Lj ke <= Rik/Re.r
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
0
0
1

o O O =

o O = O

o =~ O O

0 20 5 0
0 6 4 8

R =
0 0 1 4
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=3
(5) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
(6) Pk — P,‘
(7) Rk,k:lf — Ri,k:4
®) Lak—1 <= Lj1p—1
(9) forj < kR+1to 4 do
(10) Lj ke <= Rik/Re.r
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
0
0
1

o O O =

o O = O

o =~ O O

0 20 5 0
0 6 4 8

R =
0 0 1 4
0 0 10 20
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=3
(5) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
(6) Pp <— P,‘
(7) Rk,k:lo — Ri,k:4
®) Leak—1 = Lir—1
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Ljk < Rik/Re.r
(21) R k:n < Rjken — Ljk - Re,ken
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1 0
0 1
s —1/
0 O

o = O O

- O O O

0 20 5 0
0 6 4 8

R =
0 0 10 20
0 0 1 4
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=3
(s) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
(6) Pp <— P,‘
@) Re ks < Ri ks
® Liak—1 <= Litk—n
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Ljk < Rik/Re.r
(21) R k:n < Rjken — Ljk - Re,ken
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1 0
0 1
0 O
s —1/

o = O O

- O O O

0 20 5 0
0 6 4 8

R =
0 0 10 20
0 0 1 4
(2-3) ...
&) fork < 1to3do // k=3
(5) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
(6) Pp <— P,‘
@) Re ks < Ri ks
(@ Leak—1 < Lj1r—1
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj,k — Rj,k/Rkyk
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1 0 O
| 0 1 0
0O 0 1
s =12 0
Ry 3
Lyz= =2
“3= Rys

- O O O

10 20 5 0
0 4 8
R =
0 @
0 U
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do // k=3
(s) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
(6) Py <— P;
@ Ri, ks < Ri s
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4 do //3 =4
(10) Lj R R k/R,e K
(21) R kn < Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
0
1
0

- O O O

10 20

0
R =
0
0
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do
(5) i < argmax, > [R, k]
(6) Py <— P;
@) Reka < Ri ks
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj<—k+1t04do
(10) Lj R R
(11) R],k.n — Rﬂ )
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
0
0
1

10 20
0
R =
0
0
(2-3) ...
(&) fork < 1to3do
(s) i« argmax,>p, R, k|
(6) Py <— P;
) Rekes < Ri s
®) Liaik—1 = Liak—
(9) forj<—k+1t04do
(10) Lj R R
(11) R],k.n +— Rﬂ )
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




Liz =

0 0 0

1 0 0

0 1 0
=12 Y0 1
Rz, 3 1

P = =1
Ry 70 /°
Ryz.4 =

10 20 5 0
0 4 8
R —
0 @
0 Q)
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=3
(5) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
(6) Pp <— P,‘
@ Rie ket < Ri gy
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do //3 =4
(10) Lj k < Rik/Ry
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0 0
_| o 1 0o o0
1l o 0o 1 o0
s =12 10 1
Rz, 3 1
I_ = g = — =1
“ TR, a0

Ryzs =Ruzs — Lus -

10 20 5 0
0 4 8
R —
0 @
0 Q)
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=3
(5) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
(6) Pp <— P,‘
@ Rie ket < Ri gy
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do //3 =4
(10) Lj k < Rik/Ry
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0 O
,_| o 1 0o 0
o 0o 1 o0
s =12 10 1
Ra3 1
L ==IES I — 1
“ =Ry 10"

Rizs = (1,4)" —0-

10 20 5 0
0 4 8
R —
0 @
0 Q)
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=3
(5) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
(6) Pp <— P,‘
@ Rie ket < Ri gy
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do //3 =4
(10) Lj k < Rik/Ry
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




1 0 0 O
| 0 1 0 0
0O 0 1 0
s =12 10 1

R34 = (0,2)7

0 20 5 0
0 6 4 8

R —
0 0 10 20
0 0 0 2
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=3
(s) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
(6) Pp <— P,‘
@ Rie ket < Ri gy
®) Liak—1 <= Li1p—
(9) forj <+ k+1to 4do //3 =4
(10) Lj k < Rik/Ry
(21) R kin <= Rjken — Ljk - Re,rin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




0
0
0
1

0 20 5 0
0 6 4 8

R =
0 0 10 20
0 0 0 2
(1-3) ...
&) fork < 1to3do // k=3
(5) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
(6) Pp <— P,‘
@) Re ks < Ri ks
(@ Leak—1 < Lj1r—1
(9) forj < R+ 1to 4 do
(10) Lj,k — Rj,k/Rkyk
(11) Rjkn <= Rjen — Ljk - Rekin
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




- O O O

o O O -

o O =~ O

0
0
0
1

o = O O

0 20 5 0
0 6 4 8

R =

0O 0 10 20
o 0 o0 2

(2-3)
(4)
(5)
(6)
)
(8)
(9)

(10)
(12)
(12)
(13)
(14)

for k + 1to 3 do
i+ argmax, s, R, ¢|
Pk > P,‘
Rk,k:lf — Ri,k:4
Lpak—1 < Lj1k—1
forj < R+ 1to 4 do
Lj,k — ijk/Rk,k
R k:n < Rjken — Ljk - Re,ken
end for
end for
P« PT

//i=4




- O O O

o O O -

o O =~ O

0
0
0
1

o = O O

0 20 5 0
0 6 4 8

0O 0 10 20
0O 0 O 2
(2-3) ...
&) fork <« 1to3do
(5) i« argmax,sp [Rop| /7 i=4
® Py < P;
@ Ri ket < Ri gy
®) Liaik—1 < Liak—
(9) forj < k+1to 4 do
(20) Lj k< Rik/Rer
(12) Rjkn <= Rjken = Ljk - Reken
(12) end for

(13) end for
(14) P+ PT




o O =~ O

o =~ O O

- O O O

0
0
0
1

o O O =

0 20 5 0
0 6 4 8

R =

0O 0 10 20
o 0 o0 2

(1-3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

(10)
(11)
(12)
(13)
(14)

fork < 1to3do
i+ argmax, >, R, x|
Pk < P,'
Ri ke < Ri ks
Liaik—1 < Liak—
forj <+ kR+1to 4 do
Li Ri k/Re 1
R kin <= Rjken — Ljk - Rekin
end for
end for
P+ PT

//i=4




LR-Faktorisierung mit Spaltenpivotisierung: Beispiel g¥ISS

Berechne die PLR-Zerlegung der Matrix

2 1 0 O
A:102050
0 6 4 8
0 0 10 20
Losung:

0100 0 0 0 O 10 20 5 0
A_oo1olo1ooo 0 6 4 8
“]lo 00 1] 10 |0 0 10 O 0 0 10 20

100 0 2 -5 1 10 0 0 0 2




Rekapitulation —
Matrixzerlegungen (111)




LR-Faktorisierung: Weitere Probleme

Kondition und Konditionszahl

Die Kondition eines Problems beschreibt die Abhangigkeit der Losung eines
Problems von der Storung der Eingangsdaten.
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Problems von der Storung der Eingangsdaten.
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Faktor, um den der Eingangsfehler im unglinstigsten Fall verstarkt wird.




LR-Faktorisierung: Weitere Probleme

Kondition und Konditionszahl

Die Kondition eines Problems beschreibt die Abhangigkeit der Losung eines
Problems von der Storung der Eingangsdaten.

Die Konditionszahl stellt ein MaR fiir die Kondition dar. Sie beschreibt den
Faktor, um den der Eingangsfehler im unglinstigsten Fall verstarkt wird.
Sie ist unabhdngig von konkreten Losungsverfahren, aber abhangig vom
mathematischen Problem.




LR-Faktorisierung: Weitere Probleme

Man kann nun zeigen, dass man das zu l6sende Problem Ax = b mit
einer LR-Zerlegung drastisch verschlechtern kann.

Beispiel 2.3

Betrachte die Matrix

1 ,fallsi=j Vv j=n
R™" 5 A= (a"j)1<i,)<n =< -1 Lfallsj<i

0 sonst

Fir ihre Konditionszahl gilt x1(A) = n. Man kann zeigen, dass fur ihre LR-
Zerlegung gilt, dass x1(R) = 2" — 1> r1(A).




LR-Faktorisierung: Weitere Probleme

Man kann nun zeigen, dass man das zu l6sende Problem Ax = b mit
einer LR-Zerlegung drastisch verschlechtern kann.

Beispiel 2.3

Betrachte die Matrix

1 ,fallsi=j Vv j=n
R™" 5 A= (a"j)1<i,)<n =< -1 Lfallsj<i

0 sonst

Fir ihre Konditionszahl gilt x1(A) = n. Man kann zeigen, dass fur ihre LR-

Zerlegung gilt, dass x1(R) = 2" — 1 >> r1(A). Selbst eine Pivotsuche hilft
hier nicht!




LR-Faktorisierung: Weitere Probleme

Ebenso kann man eine Fehlerwachsrate durch

_ max,-)j |R,’J‘

max,-J |Ai,j|

definieren. Man kann zeigen, dass fiir eine LR-Zerlegung mit
Pivotsuche
p < 2m—1

gilt. (Siehe hierzu Beispiel 2.3)



Losen eines LGS — QR-Faktorisierung

Wir Uberlegen uns stattdessen eine andere Moglichkeit ein lineares
Gleichungssystem zu losen.
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Losen eines LGS — QR-Faktorisierung

Wir Uberlegen uns stattdessen eine andere Moglichkeit ein lineares
Gleichungssystem zu l6sen. Ideal waren orthogonale Matrizen
anstelle der linken unteren Dreiecksmatrizen, denn ...

.. sie sind einfach zu invertieren, ahnlich wie bei den
Permutationsmatrizen:
Q'=qQ"

... die Kondition?* einer Matrix andert sich durch Multiplikation mit
einer orhtogonalen Matrix nicht, es gilt

k2(A) = k2(Q - A)  fiir alle invertierbaren Matrizen.

1Die 2-Kondition s, zumindest ...



Losen eines LGS — QR-Faktorisierung

Wir Uberlegen uns stattdessen eine andere Moglichkeit ein lineares
Gleichungssystem zu l6sen. Ideal waren orthogonale Matrizen
anstelle der linken unteren Dreiecksmatrizen, denn ...

.. sie sind einfach zu invertieren, ahnlich wie bei den
Permutationsmatrizen:
Q'=qQ"

... die Kondition? einer Matrix andert sich durch Multiplikation mit
einer orhtogonalen Matrix nicht, es gilt

k2(A) = k(Q-A)  fiir alle invertierbaren Matrizen.

Zerlege eine Matrix A = Q - R in eine Matrix Q und R, wobei Q eine orthogo-
nale und R eine rechte, obere Dreiecksmatrix ist.

1Die 2-Kondition s, zumindest ...

SS 2021 Florian Frank FAU UtAIgoKS - Matrixzerlegunge



QR-Faktorisierung: Householder-Spiegelungen (1)

Idee (Householder)

Bei den Householderspiegelungen er-
zeugt man uber sinnvoll gewahlte Re-
flektionsmatrizen Nullen unterhalb der
Hauptdiagonalen.
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Idee (Householder)

Bei den Householderspiegelungen er-
zeugt man uber sinnvoll gewahlte Re-
flektionsmatrizen Nullen unterhalb der
Hauptdiagonalen.
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Konstruktion eines Spiegelvektors

von x auf ||x||y mit [ly|| =1



QR-Faktorisierung: Householder-Spiegelungen (1)

Idee (Householder)

r—._x—uxuy
Bei den Householderspiegelungen er- '

zeugt man uber sinnvoll gewahlte Re-
flektionsmatrizen Nullen unterhalb der

Hauptdiagonalen. Konstruktion eines Spiegelvektors

von x auf ||x||y mit [ly|| =1

Spiegelungen an einer Ebene orthogonal zu einem
Einheitsnormalenvektor v werden durch die Matrix

H(v)=E,—2-w'

beschrieben.



QR-Faktorisierung: Householder-Spiegelungen (1)

Wie wahlen wir die Spiegelung?

Mit einem gegebenen Vektor x wollen wir dann eine Spiegelung finden,
welche x in eine parallele Richtung eines Einheitsvektors y spiegelt.
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Wie wahlen wir die Spiegelung?

Mit einem gegebenen Vektor x wollen wir dann eine Spiegelung finden,
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Der Skizze entnehmen wir, dass dies eine zu x — ||x|| y orthogonale Hyper-
ebene ist.




QR-Faktorisierung: Householder-Spiegelungen (1)

Wie wahlen wir die Spiegelung?

Mit einem gegebenen Vektor x wollen wir dann eine Spiegelung finden,
welche x in eine parallele Richtung eines Einheitsvektors y spiegelt.

Der Skizze entnehmen wir, dass dies eine zu x — ||x|| y orthogonale Hyper-
ebene ist.
Mit u = x — ||x]| ¥ und v = u/jju) erhalt man dann

(En — 20" )x = x| .




QR-Faktorisierung: Householder-Spiegelungen (1)

Wie wahlen wir die Spiegelung?

Mit einem gegebenen Vektor x wollen wir dann eine Spiegelung finden,
welche x in eine parallele Richtung eines Einheitsvektors y spiegelt.

Der Skizze entnehmen wir, dass dies eine zu x — ||x|| y orthogonale Hyper-
ebene ist.
Mitu = x — ||x||y und v = 4/|ju erhalt man dann

(En — 20" )x = ]| .

Idee der Householderspiegelung

Wahlen wir y = 4-e;, wobei e; der erste Standardbasisvektor ist, so elimi-
nieren wir alle Positionen von x bis auf die erste.

$S2021 | Florian Frank FAU




QR-Faktorisierung: Householder-Spiegelungen (lll) g¥ISS

Definition 2.4 (Householderspiegelung)

Beziiglich eines gegebenen Vektors 0 # v € R" heifit die Matrix

w’

2
IvIli;

H=H\V):=E —2-

Householder-Spiegelungsmatrix. Ferner sei H(0) = E.




QR-Faktorisierung: Householder-Spiegelungen (lll) g¥I[SS

Definition 2.4 (Householderspiegelung)
Beziiglich eines gegebenen Vektors 0 # v € R" heifit die Matrix

w’

’ 2
1120

H=H(V):=E, —

Householder-Spiegelungsmatrix. Ferner sei H(0) = E.

Satz 2.5 (Spiegelungsmatrizen)
Fir alle v € R" ist H(v) symmetrisch und orthogonal, es gilt also

H'=H = H.




QR-Faktorisierung: Householder-Spiegelungen (1V)

Algorithmus 2.3 — QR mit Householder-Spiegelungen

Eingabe : Eine Matrix A € R™"
Ausgabe : Q,R, so dass A= QR

(6)
(7)

(8)

(9)
(10)

(1 Q<+ 1,
(2 R+ A
@) for kR < 1to min(m,n — 1) do
(4) X<—Rk:n,k

;
s) e$<—( 1,0,...,0 )

U x—||x]l, - ef
uu”
\

Hi = Tnpan — 2+ 14

Tp_ 0
. R—1 /
0 | H,

Q< Q- Hg
R« Hp-R

[NIY

(11) end for

// Léange von e? ist n—k+1




QR-Faktorisierung: Householder-Spiegelungen (V)

Komplexitat (Householder)
Wir erkennen schnell, dass bei einer effizienten Implementierung insgesamt

% -+ 0O(n?) Additionen/Multiplikationen und

n—1 Wurzelberechnungen

notwendig sind. Dies ist eine klare Verschlechterung der Laufzeit gegen-
Uber den LR-Zerlegungen.




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

Berechne die QR-Zerlegung der Matrix

2 -51 4
A=|6 167 —68
4 2 4]

mittels Householder-Spiegelungen.



QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

A:
? ?
Q= ? ?
? ?

167

4
—68
—41
? ? ?
R = ? ? ?
? ? ?
(1) Q< 1p
(2) R+ A

) for k < 1tomin(3,3 — 1) do
(4-10) ‘
(12) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

A=
1 0
Q= 0 1
0 0

—51
167
24

A
—68
i
? ? ?
R = ? ? ?
? ? ?
(1) Q<+ 1n
(20 R+ A

) for k< 1tomin(3,3 — 1) do
(4-10)
(1) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0 12 —51 4
Q= 0 1 0 R= 6 167 —68
0 0 1 —4 24 —41
(1) Q< 1p
2 R+ A
() for R <~ 1to min(3,3 — 1) do
(4) X < Rk:3,k
s) e$:<1,o,...,o)T

(6)
(7)

(8)

(9)
(10)

u e x— x|, - e

=
HY < 13_pyq —2- L
k 3—k+1 H“”%

1 0
Hk S Rl 7
0 Hy,

Q<+ Q-Hy
R+« Hg-R

(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0 12 —51 4
Q= 0 1 0 R= 6 167 —68
0 0 1 —4 24 —41
(2 Q<+ 1p
2 R+ A
3) fork < 1to 2 do
() X < Rp3k
©) e$:<1,o,...,o)T

(6)
(7)

(8)

(9)
(10)

u e x— x|, - e

-
Hy < 13_pyq — 2 2>
k 3—k+1 HUH%

1 0
Hp < k—1 s
0 | H,

Q<—QHk
R+« Hg-R

(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0
Q= 0 1
0 0

X:<12.6.—4)

0 12 —51 4
0 R= 6 167 —68
1 4 2 —41
(1) Q<+ 1p
(2) R+ A

(4)
T (5)
(6)
@)
(8
(9)

(10)

3) fork < 1to 2 do

X < Ry3,1

ef=(1,0,0 )T

R
- e

u <+ x— x|,
Hq(—ﬂ3—2'
H1(—Hf|

Q«Q-H
R+ Hi-R

(11) end for

uu”

llull3

// k=1




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0
Q= 0 1 0
0 0 1

12 —51 4
R = 6 167 —68
4 2% —41
(1) Q<+ 1p
(2) R+ A

()
(5)
(6)
@)
(8)
(9)

(10)

3) fork < 1to 2 do

X < Rizn

ﬂ:(uom)T

U x = [|x[l
H.’I(—1372~
H1(—H4

Q<+ Q- -H
R+ Hi-R

(12) end for

R
- e

uu’
llull3

// k=1




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

:
x:(12,6,—4)

122 + 62 + (—4)?

12 —51
R = 6 167
4 2%
(1) Q<+ 1p
(2) R+ A

3) fork < 1to 2 do

()
(5)
(6)
@)

(8)
(9)

(10)

X < Ryz

e]:(1,o,o )T

U+ x— ||x]|, - ek
Hq(—13—2'7

H1(—Hf|
Q« Q-H
R+« Hq-R

(12) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0
Q= 0 1 0
0 0 1

:
x:(12,6,—4)

[IX[l, = V196

3) fork < 1to 2 do

()
(5)
(6)
@)

(8)
(9)

(10)

X < Ryz

e]:(1,o,o )T

kR
- e

u <+ x—|[Ix],
Hq(—ﬂ3—2'
H1(—Hf|

Q«Q-H
R+ Hi-R

(12) end for

12 —51 4
R= 6 167 —68
4 2 —41
(1) Q<+ 1p
(2) R+ A

uu’”

llull3

// k=1




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0
Q= 0 1 0
0 0 1

x:(12,6,—4 )T IX]l, = 14

.
u:<72,6,74)

3) fork < 1to 2 do

()
(5)
(6)
@)

(8)
(9)

(10)

X < Ryz

e]:(1,o,o )T

kR
- e

u <+ x—|[Ix],
Hq(—ﬂ3—2'
H1(—Hf|

Q«Q-H
R+ Hi-R

(12) end for

12 —51 4
R= 6 167 —68
4 2 —41
(1) Q<+ 1p
(2) R+ A

uu’”

llull3

// k=1




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0
Q= 0 1 0
0 0 1

x:(12,6,—4 )T Ix]l, = 14

.
u:<72,6,74)

lull, = /(~2)2 + 62 + (~4)2

12 —51 4
R = 6 167 —68
4 2% —41
(1) Q<+ 1p
(2) R+ A

()
(5)
(6)
@)
(8)
(9)

(10)

3) fork < 1to 2 do

X < Rizn

d:(uom)r

U x — [|x[l
H./|<—Jl3—2~
H1(—H4

Q<+ Q- -H
R+ Hi-R

(12) end for

R
- e

uu’
llull3

// k=1




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0
Q= 0 1 0
0 0 1

x:(12,6,—4 )T Ix]l, = 14

.
u:<72,6,74)

lull, = V56

12 —51 4
R = 6 167 —68
4 2% —41
(1) Q<+ 1p
(2) R+ A

()
(5)
(6)
@)
(8)
(9)

(10)

3) fork < 1to 2 do

X < Rizn

d:(uom)r

U x — [|x[l
H./|<—Jl3—2~
H1(—H4

Q<+ Q- -H
R+ Hi-R

(12) end for

R
- e

uu’
llull3

// k=1




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

=
o
o
=
N
|
(6]
iy
iy

Q= 0 1 0 R= 6 167 —68
o 0 1 4 2% i
(1) Q< 1p
(2) R+ A
3) fork <~ 1to2do /) k=1
T (a) X<—R1:3y1
p— — — T
X (12,6, 4) k=% | o | a=(1.0.0)
) U+ x— x|, - ek
T H 13— 2.
u=(-2,6,-4)  llul,=v56| 7 | T T
(8) H, (—Hg
(9) Q<+ Q- -H,
(10) R+ Hi-R
(12) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0 12 -51 4
Q= 0 1 0 R = 6 167 —68
0 0 1 —4 24 —41
(1) Q<+ 1p
T (20 R+ A
X:(12,6,74> Ix]l, =14 @ fork <+ 1to2do / k=1
() X < Rizn

i
: o | d=(1.0.0)
u=(-2,6,-4)  |ul,=v56| @ | uex—xl, el

) Hi 13 -2 HUJJHT%
170 0 - (®) Hq < Hj
Hi=|0 1 0| -2- uu2 ) Q< Q-H
00 1 /56 0) | R+ Hi-R

(12) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0 12 -51 4
Q= 0 1 0 R = 6 167 —68
0 0 1 —4 24 —41
(1) Q<+ 1p
T (20 R+ A
X:(12,6,74> Ix]l, =14 @ fork <+ 1to2do / k=1
() X < Rizn

i
: o | d=(1.0.0)
u=(-2,6,-4)  |ul,=v56| @ | uex—xl, el

?) H4<—113—2~““T2
[full3
1 0 O T (8 Hy < H;
Hi=10 1 0 _2.% () Q+Q-H
(10) R+« Hi-R
0 0 1

(12) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0 12 -51 4
Q= 0 1 0 R = 6 167 —68
0 0 1 —4 24 —41
(1) Q<+ 1p
T (20 R+ A
X:(12,6,74> Ix]l, =14 @ fork <+ 1to2do / k=1
() X < Rizn

i
: o | d=(1.0.0)
u=(-2,6,-4)  |ul,=v56| @ | uex—xl, el

?) Hy < 13—-2- ““Tz
[[ull3
17 0 0 17 -3 2 (@) Hy < H;
Hi=10 1 0|-=]1-3 9 -6 () Q+ Q- H,
0 0 1 7 2 _6 4 (10) R« H-R

(12) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0 12 —51 4
Q= 0 1 0 R = 6 167 —68
0o 0 1 42 i
(1) Q<+ 1p
(2) R+ A

;
x:(12,6,74> x|, = 14

u=(-2.6.-4)  |ul,= V56

6/7 37 —2fs
Hi=| 3 2 o
—2/7 67 37

3) fork < 1to 2 do

()
(5)
(6)
@)
(8)
(9)

(10)

X < Ry3

e]:(1,o,o )T

U= x — Ix]l
H./|<—Jl3—2~
H1(—H4

Q<+ Q- -H
R< Hqi-R

(12) end for

R
- €]

uu’
llull3

// k=1




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

1 0 0 12 —51 4
Q= 0 1 0 R = 6 167 —68
0 0 1 —4 24 —41
(1) Q<+ 1p
T (2) R+ A
x:(12,6,—4) X[, =14 () fork + 1to2do /K =1
() X < Rz

.
) ® | el=(1,0,0)
U= ( 2.6,-4 ) lull, =vV56| @ | uex—Ixi,-ef

W | H«—13-2 H“u“HT%
6/7 31 =27 ® Hy < H}
Hi=| 37 27 ¢/ ) Q<+ Q-H
b 3 @) | R« Hi-R
/781 31

(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

0

[an QSN

x=(12,6,-4 )T

;
u:(72,6,74)

Hy =

6/7
3/7
_2/7

37
—2/
6/7

Ixl, = 14

lull, = v56

_2/7
6/7
3/7

2 -5 4
6 167 —68

(1) Q+« 1p
2 R+ A
3) fork <~ 1to 2 do

()
(5)
(6)
@)
(8)
(9)

(10)

X < Rz

.
e]:(1,0,0)

U x — x|, - ek
L

H! 1 —2 . U4 _

14103 ull2

H‘](—H./I

Q+«+ Q-H

R+« Hy-R

(12) end for

// k=1




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7 37 =27 12 —51 4
Q= 3/7 —2/7 6/ R= 6 167 —68
—2/7 6/7 3/7 —4 24 —41
(1) Q<+ 1p
T 2 R+ A
x=(12,6,—4) X[, =14 @) fork <« 1to2do / k=1
(4) X R1:3’1

)
. © | el=(1,00)
u=(-2,6,-4) |l =V56| @ | ucx— i, e

@) Hy+13-2- %Tz
llull3
6/7 37 =2/ ®) Hi «+ H;
H1 = 3/7 f2/7 6/7 (9) Q<+~ Q- H1
_2/7 6/7 3/7 (10) R« Hi-R

(12) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

67 37 —2; % 21 14
Q= 37 =21 87 R = 0 —49 14

=27 87 3/7 0 168 77

(2 Q<+ 1p

2 R+ A

) fork < 1to2do

@) X < Re3k

©) e$:<1,o,...,o)T

(6)
(7)

(8)

(9)
(10)

u e x— x|, - e

-
Hy < 13_pyq — 2 2>
k 3—k+1 HUH%

1 0
Hp < k—1 s
0 | H,

Q<—QHk
R+« Hg-R

(11) end for




6/7 T
a=| -y e
I

)
x:< 49468)

x|, = v/30625

QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

0
(9) Q«+ Q- -Hy
(10) R+ H;-R
(12) end for

1
® Hy ( L

14 21 —14
R = 0 —49 14
0 168  —77
(1) Q< 1p
(20 R+ A
(3) fork <~ 1to2do /] k =2
(4) X+ Ra3p
© | g=(1,0 )T
) U+ x— ||x]|, - ef
@ | Hy1p—2- ﬁ

0
H,




6/7 3/7 _2/7
Q= 37 =27 6f7
—2/7 61 3/7

x:( —49 168 )T

Ix|l, = v/30625

QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

(1) Q<+ 1p
(2) R+ A
3) fork « 1to2do
() X< Ry3p

.
© | éa=(1,0)
® U+ x— x|, - ek
@) H) 1, —2 w?

llull3

14 0
H
(8) 2H< 0 H£>
(9) Q+~Q-H

(20) R+ Hy-R
(11) end for

// k=2




67 31—
Q= 37 =27 6f7
72/7 6/7 3/7

x=( 49,168 )T

[Ix]l, = 1/(—49)? + 1682

QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

(1) Q< 1p
2 R+ A
3) fork < 1to 2 do
() X< Ra3;
;
© | a=(1,0)
(6) U+ x— ||x]|, - ef
@) HY) <1, -2 ul

llull3

14 0
Hy «+
® 2 (0 Hg>
(9) Q<+ Q-H

(10) R + Hz ‘R
(12) end for

// k=2




67 31—
Q= 37 =27 6f7
72/7 6/7 3/7

.
X = ( —49 168 )
Ix|l, = /30625

;
u:( 7224,168)

QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

(1) Q< 1p
2 R+ A
3) fork < 1to 2 do
() X< Ra3;
;
© | a=(1,0)
(6) U+ x— ||x]|, - ef
@) HY) <1, -2 ul

llull3

14 0
Hy «+
® 2 (0 Hg>
(9) Q<+ Q-H

(10) R + Hz ‘R
(12) end for

// k=2




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7
37
—2/7

3/7

—2/

6/7

)
x=( —49,168 )

=y
6/7
37

X[l =175

u=( —224 168 )T

14 21 —14
R = 0 —49 14
0 168  —77
(1) Q+« 1p
(2) R+ A
3) fork <~ 1to2do /] k =2
(a) X < R2;3,2
;
© | a=(1,0)
) U+ x— ||x]|, - ef
@) HY 1, — 2 4

llull3

14 0
Hy «+
(8) 2 ( 0 Hé >
(9) Q<+ Q-Hy

(10) R+ H;-R
(12) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7
3/7
_2/7

3/7

—2/7

6/7

x:( —49,168 )T

—2/;
6/7
37

X[l =175

;
u:( 7224,168)

Hu”z =

10
H) = -

(—224)2 + 1682

uu”
M2
[|ully

14 21 —14
R= 0 —49 14
0 168 77
(1) Q<+ 1p
(2) R+ A
) fork < 1to2do /] k=2
() X <R32
© | a=(10 )T
© U+ x— x|, - ek
W | Hye1,-2.

flull3

1, ] 0
Hy, «+
@ 2 (0 H;)
® | Q«Q-Hy

(10) R+ Hy-R
(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7 3/7
Q= 37 =27
—2/7 67

x:( —49,168 )T

—2/;
6/7
37

X[l =175

;
u:( 7224,168)

lull, = 280

o)

uu”
2802

14 21 —14
R= 0 —49 14
0 168 77
(1) Q<+ 1p
(2) R+ A
) fork < 1to2do /] k=2
() X <R32
© | a=(10 )T
© U+ x— x|, - ek
W | Hye1,-2.

flull3

1, ] 0
Hy, «+
@ 2 (0 H;)
® | Q«Q-Hy

(10) R+ Hy-R
(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7 37 =2/7 14 21 14
Q= 3. =27 6f R = 0 —49 14
=27 8/ 3/7 0 168 77
(1) Q< 1p
(2) R+ A
3) fork « 1to2do /] k=2

;
x=( 49,168 ) x|, =175 | @ | xR

)
© | a=(1,0)

® U+ x— x|, - ek

.
u= ( —224,168 ) ull, =280 | ) | Hie1,—2. 42

flull3

1, | o
(8 Hy + -
H’—(1 O)_z uu’ ’ (0 H2>

2802 (9) Q+ Q-H,
(20) R+ Hy-R
(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7 37 =2/7 14 21 14
Q= 3. =27 6f R = 0 —49 14
=27 8/ 3/7 0 168 77
(1) Q< 1p
(2) R+ A
3) fork « 1to2do /] k=2

;
x=( 49,168 ) x|, =175 | @ | xR

)
© | a=(1,0)

® U+ x— x|, - ek

.
u= ( —224,168 ) ull, =280 | ) | Hie1,—2. 42

flull3

1, | o
(8 Hy + -
H’—(1 O)_z uu’ ’ (0 H2>

2802 (9) Q+ Q-H,
(20) R+ Hy-R
(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7 37 =2/7 14 21 14
Q= 3. =27 6f R = 0 —49 14
=27 8/ 3/7 0 168 77
(1) Q< 1p
(2) R+ A
3) fork « 1to2do /] k=2

;
x=( 49,168 ) x|, =175 | @ | xR

)
© | a=(1,0)

® U+ x— x|, - ek

.
u= ( —224,168 ) ull, =280 | ) | Hie1,—2. 42

flull3

1, | o
(8 Hy + -
H’—(1 O)_z uu’ ’ (0 H2>

2802 (9) Q+ Q-H,
(20) R+ Hy-R
(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7 3/7 _2/7
Q= 37 =27 6f7
—2/;  §s 3/7
T
x=( 49,168 ) Ix]l, = 175
T
u= ( 224,168 ) ull, = 280

10}y 1
0 1 25

32 24
—24 18

14 21 —14
R= 0 —49 14
0 168 77
(1) Q< 1p
(2) R+ A
3) fork « 1to2do /] k=2
() X <R32
© | a=(10 )T

© U+ x— x|, - ek

.

/ _ 5. uu
(7) H2 +— 1 2 H“H%

14 0
H

@ 25( 0 | H )
(9) Q+Q-H,
(10) R+ Hy-R

(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7 37 =2/7 14 21 14
Q= 3. =27 6f R = 0 —49 14
=27 8/ 3/7 0 168 77
(1) Q< 1p
(2) R+ A
3) fork « 1to2do /] k=2

;
x=( 49,168 ) x|, =175 | @ | xR

)
© | a=(1,0)

. ® U x— |||, - ek
e ( —224 168 ) lullz =280 | o | Hpenp—2
2

27\ —24s —7/as ©) Q<+ Q- H,
(20) R+ Hy-R
(11) end for

14 0
8 Hy
= ( 7/25 2‘*/25) ® ’ ( 0 | Hy >




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7 3/7
Q= 37 =27
—2/7 67

x:(—49,168 )T

= ( —224 168 )T

1 0
Hy=10 7/
0 —24/25

—2/;
6/7
37

X[l =175

lull, =280

0
_24/25
77/25

14 21 —14
R= 0 —49 14
0 168 77
(1) Q< 1p
(2) R+ A
3) fork « 1to2do /] k=2
() X <R32
© | a=(10 )T

© U+ x— x|, - ek

.

’ _ 5. uu
(7) H2 +— 1 2 H“H%

11 ] 0
H

@ 2<_< 0 | H )
(9) Q+Q-H,
(10) R+ Hy-R

(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

67 3
Q= 3 =2
25

x=( —49 ,168 )T

)
u:(7224,’|68)

1 0
Hy=10 7/
0 —24/25

=y
6/7
37

X[l = 175

lull, =280

0
724/25
_7/25

llull3

14 0
Hy +
(8) 2 < 0 Hé >
(9) Q<+ Q-H,

(10) R+ H;-R
(12) end for

T R
R= 0 —49 14
0 168 77
(1) Q<+ 1p
(2 R+ A
3) fork <~ 1to2do /] k =2
() X< Ry3)
© | a=(10 )T
) U+ x— x|, - ek
W | Hye1,-2.




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7
37
—2/

)
X:<749,168)

u=— ( —224 ,168 )T

1 0
Hz = 0 7/25
0 —24/25

69/175 —58/175
—158/175 6/175
—6/35 —33/35

IX[l; =175
Jull, = 280
0
_24/25

%21 14
R= 0 —49 14
0 168 —77
(1) Q<+ 1p
(2 R+ A
) fork <« 1to2do /] k=2
() X < Ra3.
(s) e%:( 1,0 )T
© U< x— ||x||, - e
@ | Hy1p—2- H“u“”T%

14 0
Hy +
(8) 5 ( 0 Hé >
(9) Q+Q-H

R+ Hy-R
(11) end for

(10)




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7
Q= 3/7
—2

69/175 —58/175
—158/175 6/175
—6/35 —33/35

R = 0 =175 70
0 0 35
(1) Q< 1p
2 R+ A

(4)
(5)
(6)
@

(8)

(9)
(10)

3) fork < 1to 2 do

X < Rp3k

.
e$:< 1,0,...,0)

U x—|lx], - ek
.
/ uu
Hy, <= 13_p4q —Z'W

1 0
Hp < k—1 s
0 | H,

Q<—QHk
R+« Hg-R

(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

6/7
Q= 3/7
—2

69/175 —58/175
—158/175 6/175
—6/35 —33/35

R = 0 -175 70
0 0 35
(1) Q< 1p
2 R+ A
3) fork < 1to 2 do
(@) X < Rp3k
;
© | ei=(10,..0)

(6)
(7)

(8)

(9)

(10)

U x— x|, - ek
)

Hy = L3_py1 — 2+

T
1
Hk < = 0,
0 | H
Q+Q- Hk
R+« Hg-R

(11) end for




QR-Faktorisierung: Householder — Beispiel

Berechne die QR-Zerlegung der Matrix

2 -51 &4
A=|6 167 —68
4 2 4]

mittels Householder-Spiegelungen.
Losung:

150 69 —58 14 21 14
75  —158 6 {0 =175 70
-50 —-30 165 0 0 35

T
175

Q R



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (I)

Definition 2.6 (Givensrotation)

Die Matrix 1
1
c -s —
1
R™" 3 Jii(c,s) =
1
s c —
1
1
1) 1)
J i
miti,j € {1,...,n}, i #jund ¢ +s* = 1 heiBt Givensrotation.

Florian Frank FAU tAlgoKS - Matrixzer



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (I)

Definition 2.6 (Givensrotation)

Die Matrix
1 firk=0LR#i,R#]j
¢ = cos(yp) fuirk=1l=jkr=1=i
R™" 9],’J(C,S) = S:Sin(gp) fUr"\’:],l:I

—s=—sin(p) firk=il=]j

0 sonst

miti,j € {1,...,n},i # jund c+s® = 1heiRt Givensrotation. Sie beschreibt
eine Rotation um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn in der (i, j)-Ebene.
Deswegen bezeichnet man sie — mit ¢ = cos(¢) und s = sin(p) — auch oft

als Jij(¢).




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (I)

Definition 2.6 (Givensrotation)

Die Matrix
1 firk =Lk #ik#]
¢ = cos(¢p) firk=1l=j,k=1=i
R™" 3 Jij(c,s) = ¢ s = sin(p) firk=j,l=i

—s=—sin(p) firk=il=j
0 sonst

mit i,j € {1,...,n}, i # jund ¢ + s> = 1 heiBt Givensrotation. Man
bezeichnet sie — mit ¢ = cos(y) und s = sin(p) — auch oft als J; j(¢).

Die Givensrotationen sind orthogonal und es gilt:

(@) = hij(=0) = Jij(p)




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (I1)

Man kann den Algorithmus zur QR-Zerlegung nun mit einem einfachen
2 x 2-Beispiel motivieren. Angenommen wir haben eine Matrix

_ (o 8
=3

welche wir auf obere Dreiecksform durch Multiplikation mit der
Givensrotation im R? bringen wollen.



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (I1)

Wir mussen c und s also so wahlen, dass

c -sS a f * *\ 1 [x %
}(C’S)'A_<S C>.<7 (5>_<Sa—|—C7 *>_<0 *)

erfullt ist.



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (I1)

Wir mussen ¢ und s also so wahlen, dass

_ (6 =8 a fBY * AN
](C,S)~A—<S C>.<'y 6>_<Sa—|—C7 *>_<0 *)

erfiillt ist. Aquivalent ist eine Forderung von sa = —c~.



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (I1)

Wir mussen c und s also so wahlen, dass

c -S a fBY * AN
j(c,s)-A—(S c>'<fy 6><5a+m *><0 *>

erfiillt ist. Aquivalent ist eine Forderung von sa = —c~.

Mit der Bedingung an J ergibt sich dann fur (a,~) # (0,0) eine Losung
von

o g —sgn(a) -y

te,) = —— S(a,7) = :
( ) a2+72 /a2+’72



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (I1)

Wir missen c und s also so wahlen, dass

_ (6 =8 a [\ * AN
](C’s)'A_<s c>'<fy 6>_<5a+cv *>_<0 *>

erfiillt ist. Aquivalent ist eine Forderung von sa = —c~.

Mit der Bedingung an J ergibt sich dann fur (a,~) # (0,0) eine Losung
von

(07

—sgn(a)? -y
(a,y) = ——— und s(a,y) = ————2—".
(a,7) P (a,7) P

2Hierbei ist sgn(x) definiert als 41 fiir x > 0 und —1 sonst.



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (111)

Eine Verallgemeinerung auf beliebige Matrizen folgt nach
ebendiesem Prinzip. Man erkennt schnell, dass das Produkt von
Jij(c,s) mit A nur die i-te und j-te Zeile von A betrifft.



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (111)

Eine Verallgemeinerung auf beliebige Matrizen folgt nach
ebendiesem Prinzip. Man erkennt schnell, dass das Produkt von
Jij(c,s) mit A nur die i-te und j-te Zeile von A betrifft.

Beim Durchlaufen der Spalten, eliminieren wir jeden Eintrag a; # 0, mit
i > j, durch eine ebensolche Givensrotation im R".



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (111)

Eine Verallgemeinerung auf beliebige Matrizen folgt nach
ebendiesem Prinzip. Man erkennt schnell, dass das Produkt von
Jij(c,s) mit A nur die i-te und j-te Zeile von A betrifft.

Beim Durchlaufen der Spalten, eliminieren wir jeden Eintrag a; # 0, mit
i > j, durch eine ebensolche Givensrotation im R". Fiir c, s ibernimmt a;;
die Rolle von a und aj; die Rolle von ~.



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (111)

Eine Verallgemeinerung auf beliebige Matrizen folgt nach
ebendiesem Prinzip. Man erkennt schnell, dass das Produkt von
Jij(c,s) mit A nur die i-te und j-te Zeile von A betrifft.

Beim Durchlaufen der Spalten, eliminieren wir jeden Eintrag a; # 0, mit
i > j, durch eine ebensolche Givensrotation im R". Fiir ¢, s iibernimmt gj;
die Rolle von « und aj; die Rolle von ~. Es gilt dann:

cosen(a) a0 o —sen(dy) aj

2 2 - 2 2
V9t G \/ G5+ G



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (IV)

Algorithmus 2.4 — QR-Faktorisierung mit Givens-Rotationen

Eingabe : Eine Matrix A € R™*"
Ausgabe : Q,R, so dass A= QR
(1) Q<+ 1,

2) R+ A

@) for R <~ 1to min(m,n — 1) do
() forj+< kR+1tondo

() Jin Givens-Rotation(R, j, k)
®) R+ Ji-R
() Q«+Q- lTk

(8) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (V)

Komplexitaten im Vergleich (Householder vs. Givensrotation)

Man erkennt, dass obiger Algorithmus eine ungefahre Komplexitat von
O(n?) hat, vorausgesetzt man implementiert sinnvoll.




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (V)

Komplexitaten im Vergleich (Householder vs. Givensrotation)

Man erkennt, dass obiger Algorithmus eine ungefahre Komplexitat von
O(n?) hat, vorausgesetzt man implementiert sinnvoll.

Bei einer allgemeinen n x n-Matrix braucht man allerdings n - ("=0/> Gi-
vensrotationen, wohingegen man nur n — 1 Householder-Spiegelungen
braucht.




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen (V)

Komplexitaten im Vergleich (Householder vs. Givensrotation)

Man erkennt, dass obiger Algorithmus eine ungefahre Komplexitat von
O(n?) hat, vorausgesetzt man implementiert sinnvoll.

Bei einer allgemeinen n x n-Matrix braucht man allerdings n - ("=0/> Gi-
vensrotationen, wohingegen man nur n — 1 Householder-Spiegelungen
braucht.

Man mochte Givensrotationen vor allem bei diinnbesetzten Bandmatrizen
verwenden, da sich hier ein Laufzeitgewinn feststellen ldsst.




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel rEs

Berechne die QR-Zerlegung der Matrix

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8

mittels Givens-Rotationen.



QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8

~
~
-~
~
~
~

Q= ? ? ? R = ? ? ?
? ? ? ? ? ?

(1) Q(—]l3

2) R+ A

3) for kR < 1to min(3,2) do
() forj<+ k+1to3do

(5) Jir + GivRot(R, j, k)
(6) R+ Jj-R
=
7) O = Q }/k
(8) end for

(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
1 0 0 ? ? ?
Q= 0 1 0 R = ? ? ?
0 0 1 ? ? ?
(2) Q<—]l3
(2) R+ A

() for kR <— 1to min(3,2) do
() forj+ kR+1to3do

(s) Jir < GivRot(R, j, k)
(6) R« }m -R
-
(7) Q+Q '}jk
(8) end for

(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8

Q

Il

o -
- O
o O
]

Il
o
O
N

o
o
Y
N

o~

-
(o)}
0]

(2 Q<+« 13

(20 R+ A

) for k < 1to min(3,2) do
() forj+ kR+1to3do

(5) Jir < GivRot(R, j, k)
(6) R+ }m -R
"
(7) Q+Q '}jk
(8) end for

(9) end for




7
2
8
8 7 7
R= 6 9 2
24 16 8
(1) Q « 13
(20 R+ A

3) fork < 1to2do
() forj+ kR+1to3do

(s) Jir < GivRot(R, j, k)
(6) R+ }m -R
-
(7) Q+Q '}jk
(8) end for

(9) end for




7
2
8
8 7 7
R = 6 9 2
24 16 8
(1) Q<+ 13
2) R+ A
3) fork < 1to2do // k=1
() forj < k+1to3do
(s) Jir = GivRot(R, j, k)
(6) R+ Jj-R
@ Q+Q-Jj,
(8) end for

(9) end for




24 16

(1) Q<+ 13

2) R+ A

3) fork < 1to 2 do // k
(a) forj< kR+1to3do // j =
(5) Jir < GivRot(R, j, k)
®) R+ Jir-R

@ Q+Q-Jj,

(8) end for

(9) end for




A =
0
0 1
0 0
an

V2 2

- O O

24 16

(1) Q<+ 13

2) R+ A

3) fork < 1to 2 do // k
(a) forj< kR+1to3do // j =
(5) Jir < GivRot(R, j, k)
®) R+ Jir-R

@ Q+Q-Jj,

(8) end for

(9) end for




A= 6 9
24 16
1 0 0
Q= 0 1 0
0 0 1
an

\/ @ + a2 = /82 + 62 = V102 = 10

24 16

(1) Q<+ 13

2) R+ A

3) fork < 1to 2 do // k
(a) forj< kR+1to3do // j =
(5) Jir < GivRot(R, j, k)
®) R+ Jir-R

@ Q+Q-Jj,

(8) end for

(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel - =

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
1 0 0 (8) 7 7
Q= 0 1 0 R= (6) 9 2
0 0 1 24 16 8
(1) Q<+ 13
8 2) R+ A
C= — 3 fork < 1to2do // k=1
10 () forj« k+1to3do // j -2
(5) Jir < GivRot(R, j, k)
1/0%—&—0%1:w/82+62:\/102:10 (6) R+ Jji.-R
@ Q+Q-Jj,
(8) end for
(9) end for




A= 6 9
24 16
1 0 0
Q= 0 1 0
0 0
.8
10

\/m:\/m:moz:m

_ _sgn(an) -axn
10

24 16
(1) Q « 13
2 R+ A
3) fork < 1to 2 do // k =
() forj«< k+1to3do // j =
(s) Jir < GivRot(R, j, k)
(6) R ejjk -R
@) Q+ Q~}]Tk
(8) end for

(9) end for




0

= O

24 16

(1) Q<+ 13

2) R+ A

3) fork < 1to2do /] k
(4) forj< kR+1to3do // j =
(5) Jir < GivRot(R, j, k)
®) R+ Jir-R

@ Q+Q-Jj,

(8) end for

(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

A:
1 0
Q= 0 1
0 0
8
10
s__98
10
=3
Ja=1s ¢

I. | A —
- 5
7
2
8
8 7 7
R = 6 9 2
24 16 8
(1) Q «+ 13
2 R+ A
3) fork < 1to 2 do // k=1
() forj«< k+1to3do // j =2
(5) Jjr + GivRot(R, j, k)
(6) R <—jlk -R
) Q+Q-J
(8) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel - =

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
1 0 0 8 7 7
Q= 0 1 0 R = 6 9 2
0 0 1 24 16 8
C= E (1) Q< 13
10 () R+ A
3) fork < 1to 2 do // k=1
5:_3 (5) forj< k+1to3do // j =2
10 ) Jjr < GiVRot(R, j, k)
®) R+ Ji R
8/10 610 0 ) Q+Q-Jj
Ja=1|-%10 81w 0 @ end for
0 0 1 (9) end for




(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel rEs
8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
1 0o 0 8 7 7
Q=| 0o 1 0 R=| 6 9 2
0 0 1 24 16 8
(1) Q « 13
(20 R+~ A

fork < 1to2do // k=1
forj< kR+1to3do // j =2
}jk (*GiVROt(R, j, k)
R+« Jir R
T
Q<—Q~}jk
end for
end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel rEs

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
1 0 0 8 7 7
Q= 0 1 0 R = 6 9 2
0 0 1 24 16 8
(1) Q<+ 13
2 R+ A
3) fork < 1to 2 do // k=1
10 11 345 w | forj« k+1to3do // ;-2
R=|0 3 -1 (s) Jjr + GivRot(R, j, k)
24 16 8 (6) R+ Jjr-R
@ Q< Q- Jj,
(8) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
1 0 0 10 1 3‘*/5
Q= 0 1 0 R = 0 3 —13/5
0 0 1 24 16 8
(1) Q<+ 13
2) R+ A
3) fork < 1to2do // k=1
() forj< kR+1to3do // j =2
T T T (5) Jjr + GivRot(R, j, k)
O~121—]13-12'|—]21 ) R<_}jk'R
@ Q+Q-Jj,
(8) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
810 —6M0 0 10 11 34/5
Q= 6/10  8/10 0 R = 0 3 =B
0 0 1 24 16 8
(1) Q<+ 13
2) R+ A
3) fork < 1to2do // k=1
() forj < k+1to3do
(s) Jir = GivRot(R, j, k)
(6) R« ]]k -R
@ Q+Q-Jj,
(8) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
810 —6M0 0 L 34/5
Q= 6/10  8/10 0 R = 0 3 -1
o o 1 @ 6 8
(1) Q «~ 13
(2) R+ A
3) fork <~ 1to2do /) k=1
(4) forj< k+1to3do // j =3
(s) Jjr < GivRot(R, j, k)
®) R« Jjr- R
@) Q+Q -]/Tk
(8 end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
8/10 —6/10 0 s
Q= 6/10  8/10 0 R = 0 3 -1
o 0 1 @ 6 8
(1) Q< 13
2 R+ A
3) fork < 1to 2 do // k=1
c— a () forj«< k+1to3do // j =3
o 2 2 (5) }]k <~ GlVROt(R> j7 k)
Vv Qi + 031 (6) R+« Jir-R
@ Q+Q-Jj
(8 end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
810 —6M0 0 1 34/5
Q= 6/10 810 0 R = 0 3 -1
0 0 1 @ 6 8
(1) Q «~ 13
a (20 R+ A
11
C= —— ) fork < 1to2do // k=1
\/ a3 +ad, @ | forj<k+1to3do // ;-3
(s) Jjr < GivRot(R, j, k)
R+ Jj-R
\/ @ + a3, = /102 + 242 = V262 = 26 :j; Q:’g.ﬁ
jk
® end for
(o) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
810 —6M0 0 1 34/5
Q= 6/10  8/10 0 R= 0 3 =1
o 0 1 @ %6 8
(1) Q «~ 13
10 2 R+ A
C:—:5/13 3) fork <~ 1to2do // k=1
26 W | forj« k+1to3do //j -3
(s) Jjr < GivRot(R, j, k)
\/ 03 + a3, =102 +242 = V262 =26 © R<Jx-R
@) Q<+ Q -]ka
) end for
(9 end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
810 —6M0 0 L 34/5
Q= 6/10 810 0 R = 0 3 -1
o o 1 @ 6 8
10 (2) Q «+ 13
C:%:5/13 (2) R+ A
3) fork <~ 1to2do /) k=1
(4) forj< k+1to3do // j =3
2 2 2 2 2
Vi + o = VIO ae = vt =29 | TG R
®) R+« Jir-R
Sgn(011) - a3 @) Q<+ Q ']ka
_T (8) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
810 —610 0 mos
Q= 6/10 810 0 R = 0 3 -1
o 0 1 @ 6 8
(1) Q<+ 13
10 (2) R+ A
C:—:5/13 3) fork <~ 1to2do // k=1
26 @) forj« k+1to3do // 5 =3
" (5) Jjr < GivRot(R, j, k)
S=—— = f'|2/13 (6) R<—]]kR
26 ) Q+Q-Jj,
) end for
(9 end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
810 —6M0 0 10 11 34/5
Q= 6/10  8/10 0 R = 0 3 B
0 0 24 16 8
C:E:5/13 (2 Q<+« 13
26 @ R« A
3) fork < 1to 2 do // k =
S:—%——ﬁ/w (4) forj< k+1to3do // j =
26 (5) Jjr + GivRot(R, j, k)
® R+ Jjr-R
c 0 —s ) Q+Q-J
Jsi=10 1 O ®) end for
s 0 ¢ (o) end for




8 7
A= 6 9
24 16
810 —6M0 0
Q= 6/10  8/10 0
0 0 1
10
C= % = 5/13
24
= et = B
>~ 7% JE
513 0 12/13
Jn = 0 1 0
—12/13 0 5/13

QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

(4)
(5)
(6)

forj«< k+1to3do // j
Jjr + GivRot(R, j, k)
R« Jj R

(7) Q+Q -]ka

(® end for

(9) end for

7
2
8
10 1 34/5
R = 0 3 —13/s
24 16 8
(1) Q<+ 13
2 R+ A
3) fork < 1to2do // k =




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
810 —6M0 0 10 11 34/5
Q= 6/10  8/10 0 R= 0 3 =B
0 0 1 24 16 8
543 0 12/13 ::; g:j\b
Jn = 0 1.0 () fork + 1to2do /K= 1
—12/3 0 5/13 @ | forj«k+1to3do // ;-3
(5) Jjr + GivRot(R, j, k)
10 11 345 ) R+ Jjr-R
R=Jn-10 3 =1 @ Q< Q- Jj,
24 16 8 @) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
810 —6M0 0 10 11 34/5
Q= 6/10  8/10 0 R= 0 3 =B
0 0 1 24 16 8
543 0 12/13 ::; g:j\b
Jn = 0 1.0 () fork + 1to2do /K= 1
—12/3 0 5/13 @ | forj«k+1to3do // ;-3
(5) Jjr + GivRot(R, j, k)
26 19 10 ) © R« Jjp-R
R=[0 3 -1 (7) Q+Q-J],
0 —4 —16/5 (® end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
8/10  —6/10 0 26 19 10
Q= 6/10  8/10 0 R = 0 3 =B
0 0 1 0 —4  —16/5
(1) Q< 13
S 0 123 @ R+ A
I3 = 0 1 0 ) fork + 1to 2 do // k=1
—2/13 0 5/13 () forj< k+1to3do // j =3
(5) Jjr + GivRot(R, j, k)
8/10 _6/10 0 (6) R« }jk ‘R
;
Q= |60 8w O0]-J & Qe Q-J
®) end for
0 0 1
(o) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
8/10  —6/10 0 26 19 10
Q= 6/10  8/10 0 R= 0 3 =B
0 0 1 0 —4  —16/5
(1) Q< 13
Sz 0 23 @ R A
31 = 0 17 0 ) fork < 1to2do // k=1
_12/13 0 5/13 () forj<—k+jto3do /‘/ j=3
(5) Jjr + GivRot(R, j, k)
413 —3f5 —48/gs © R Jjr R
Q=33 45 —36/s & df < Q-Jj,
@) end for
12/13 0 5/13 (9 end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
4/13  —3/5 —48/65 26 19 10
Q= 3/13  4/s  —36/es R = 0 3 =B
12/13 0 5/13 0 —4  —16/5
(@ Q< 13
2 R+ A

) fork < 1to2do
() forj < k+1to3do

®) Jjk < GivRot(R, j, k)
(6) R+ Jj-R
-
7) O = Q }/k
(8) end for

(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
4/13  —3/5 —48/65 26 19 10
Q= 3/13  4/s  —36/es R = 0 3 =B
12/13 0 5/13 0 —4  —16/5
(@ Q< 13
2 R+ A

3) fork < 1to2do
() forj+ kR+1to3do

(5) Jir < GivRot(R, j, k)
(6) R+ }m -R
-
(7) Q+Q '}jk
(8) end for

(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
4/13  —3/5 —48/65 26 19 10
Q= 3/13  4/s  —36/es R= 0 3 =B
12/13 0 5/13 0 —4  —16/5
(1) Q< 13
2 R+ A
) fork < 1to2do // k=2
() forj < k+1to3do
(s) Jir = GivRot(R, j, k)
(6) R« ]]k -R
) Q+Q-Jj,
(8) end for
(9 end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
43 —3/5  —48/gs 26 19 10
_13
Q= 33 45 —36/e5 R= 0 /s
12/13 0 5/13 0 —16/5
(1) Q<+ 13
2 R+ A
3) fork < 1to 2 do // k=2
() forj< kR+1to3do // j =3
(5) Jjr + GivRot(R, j, k)
Q) R« Jir-R
(7) Q<+ Q 'jka
(8) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
4/13 _3/5 _48/65 26 19 10
_13
Q= 33 45 —36/e5 R= 0 /s
12/13 0 5/13 0 —16/5
(1) Q<+ 13
2 R+ A
3) fork < 1to 2 do // k=2
a () forj< k+1to3do // j =3
C= ————— . .
/ ; GivRot(R, j, R)
02 + 43,2 (5) Jik .,
22 2 ®) R« Jj-R
(7) Q+Q -Jka
(8) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
Vi 35 —48/es 26 19 10
_13
Q= 3013 4/5  —36/65 R= 0 /s
12/13 0 5/13 0 —16/5
(1) Q<+ 13
2 R+ A
CZL ) fork < 1to2do /K =2
V022 + 43?2 (4) forj«< k+1to3do // j =3
(5) Jjr + GivRot(R, j, k)
vV an? 4+ a2 =4/32 + (74)2 =5 (6) R+« Jir-R
(7) Q+Q -Jka
(8) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
4/13 _3/5 _48/65 26 19 10
_13
Q= 3013 4/5  —36/65 R= 0 /s
12/13 0 5/13 0 —16/5
(1) Q<+ 13
g (2) R+ A
C=— (3) fork < 1to2do // k=2
5 @ | forj« k+1to3do //j -3
(5) Jjr + GivRot(R, j, k)
\Van? + a2 =4/32 + (74)2 =5 (6) R+ Jir-R
@) Q<+ Q -Jka
) end for
(o) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
Wi 35 —48/es 26 19 10
Q= 33 45 —36/e5 R= 0 —s
12/13 0 5/13 0 —16/5
c— 3 @ Q< 13
5 (2 R+ A
3) fork <+ 1to2do // k=2
s |8 | T
® R+ Ji - R
sgn(ax) - as @ Q+Q-Jj
B 5 @) end for
(o) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
W —3s —68/gs 26 19 10
_13
Q= 3013 4/5  —36/65 R= 0 /s
12/13 0 5/13 0 —16/5
(1) Q<+ 13
3 (2) R+ A
cC=— 3) fork < 1to 2 do // k=2
5 () forj«+ kR+1to3do // j =3
L (5) Jjr + GivRot(R, j, k)
szfgz% ©) R+ Ji - R
5 @ Q+Q-Jj,
) end for
(o) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
4/13  —3/5 —48/65 26 19 10
Q= 3/13  4/s  —36/es R = 0 3 =B
12/13 0 5/13 0 —4  —16/5
C = § (1) Q « 13
5 (20 R+ A
3) fork <+ 1to2do // k=2
5:_(_4):4/5 () forj«— k+1to3do // j =3
(s) Jjr < GivRot(R, j, k)
® R+ Ji - R
1 0 0 @ Q+Q-J
Jo=|0 ¢ -s ®) end for
0 s ¢ (9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

4/13 =3/s
Q= 313 45
12/13 0

3
C==
5

17 0 0
Jo=10 35 —4fs
0 45 35

—48/65
_36/65

5/13

(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

forj« k+1to3do // j

Jjr < GivRot(R, j, k)

R« Jjp - R
Q+Q -jka
end for
end for

7
2
8
26 19 10
R = 0 3 —13/s
0 —4  —16/5
(1 Q¢ 13
(2) R+ A
3) fork < 1to2do // k =




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

4/13
3/13

12/13

1
Jo=1|0
0

26
R=Jn-| 0
0

73/5

0
3/5
4/5

4/5
0

19
3
—4

—48/65
_36/65

5/13

0
_4/5
3/5
10

_13/5
—16/5

7
2
8
26 19 10
R = 0 3 —13/s
0 —4  —16/5
(1) Q<+ 13
2 R+ A
3) fork < 1to2do // k

(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

forj« k+1to3do // j
}jk(*GiVROt(R, j, k)
R« Jjp- R
Q+Q-Jj,
end for
end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
4/13  —3/5 —48/65 26 19 10
Q= 3/13  4/s  —36/es R = 0 3 =B
12/13 0 5/13 0 —4  —16/5
oo bEn
J=10 3/5 —45 @) fork <+ 1to2do // k=2
0 45 35 @ | forj«k+1to3do // ;-3
(5) Jjr + GivRot(R, j, k)
26 19 10 (6) R+ Jjr-R
R=|(0 5 1 @) Q+Q ~}ka
0 0 —4 ®) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
4/13  —3/5 —48/65 26 19 10
Q= 3/13  4/s  —36/es R = 0 5 1
12/13 0 5/13 0 0 —4
(@ Q< 13
1 0 0 (2 R+ A
Jo=1|0 35 —4s @) fork + 1to2do /] K =
0 45 3/ () forj< k+1to3do // j =
(5) Jjr + GivRot(R, j, k)
W3 35 —48/e5 (6) R« Ji-R
T
Q= |31 45 —36/s|- I, ™ dffJ < Q-Jp
® end for
12 0 5
/e s (9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

4/13 =3/s
3/13 4/5
12/13 0

—48/65
_36/65

5/13

1T 0 0
Jo=10 35 —4fs
0 45 35

4 3 12
Q=—=-13 12 4
12 -4 3

7
2
8
26 19 10
R = 0 5 1
0 0 —4
(1) Q<—13
2 R+ A
3) fork < 1to 2 do // k =

(4) forj< kR+1to3do // j -

(s) Jjr + GivRot(R, j, k)
(6) R« Jjr-R
o
(7) Q+Q ~ljk
(8) end for

(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
4 3 —-12 26 19 10
Q="113- 3 12 4 R= 0 5 1
12 —4 3 0 0 —4
(1) Q<+ 13
2) R+ A
3) fork < 1to2do /] k=2
() forj < k+1to3do
(s) Jir = GivRot(R, j, k)
(6) R Hl}k -R
@ Q+Q-Jj,
(8) end for
(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
4 3 —-12 26 19 10
Q=113 3 12 4 R = 0 5 1
12 —4 3 0 0 —4
(1) Q<+ 13
2 R+ A

3) fork < 1to2do
() forj+ kR+1to3do

(5) Jir < GivRot(R, j, k)
(6) R+ }m -R
-
(7) Q+Q '}jk
(8) end for

(9) end for




QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

8 7 7
A= 6 9 2
24 16 8
4 3 —-12 26 19 10
Q=113 3 12 4 R = 0 5 1
12 —4 3 0 0 —4
(1) Q<+ 13
2 R+ A

3) fork < 1to2do
() forj<+ kR+1to3do

) Jjr < GivRot(R, j, k)
(6) R« Jjr-R
.
@ Q< Q-J
®) end for

(9) end for




=

QR-Faktorisierung: Givens-Rotationen — Beispiel

Berechne die QR-Zerlegung der Matrix

8 7 7
A= 6
24 16 8

mittels Givens-Rotationen.

Losung:
] 4 3 12 26 19 10
A= B 3 12 4 -1 0 5 1
12 —4 3 0O 0 -4
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StudOn-Hausaufgabe — LR- und QR-Zerlegung

Diese Hausaufgabe findet sich komplett auf StudOn!
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Anhang



Einschub zur Ubung 2: Beweis zur Aufgabe 1

Wir wollen hier aus Zeit- und Platzgriinden den ausgelassenen Beweis
der Teilaufgaben b und c von Aufgabe 1 nachholen:



Einschub zur Ubung 2: Beweis zur Aufgabe 1

Satz 2.A (Aufgabe 1b + c)

Sei A € R™™ mit m € N* eine tridiagonale Matrix mit der Diagonalen
(ai)1<i<m und den Nebendiagonalen [b;, ¢i]1<i<m—1, SO hat eine LR-Zerlegung
von A, sofern diese existiert, die Form
1 r Cq
4 ) )
L = und R = o o ,
o, 'm—1 Cm—1
Em71 1 rm
mit
1 ,wenni=20
di_ .
6,—:0,~-’(51,r,~: L und & :=< b, ,wenn =1
i i—1
b,' D (5,‘_1 = Cl,‘_1C,'_15,‘_2 ,wenn i > 2.
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Beweis

Der hier ausgefiihrte Beweis ist eher technischer Art und zeigt, dass das
Produkt der Matrizen L und R gleich der Matrix A ist.

Wir sehen schnell ein, dass fiir das Produkt der beiden Matrizen L und R
gilt:

n a 0 0

réy 2+ ity

LR=1] o 0
: . . o Cm—1
0 .. 0 I’m_1€m_1 m+ Cm—1€m—1

Das uberprift man einfach eintragsweise mit den jeweiligen Spalten und
Zeilen aus L resp. R.
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Beweis (Fort.)

Schaut man sich dabei die Eintrage etwas genauer an, so stellt man fest:
B (LR11=nr= 51 = by
" (LR)gfy1 = Ck fur1 R<m-1

n (LR),”?_1:rk€k:‘S—'*wz,e 5”——akfur2 <k<m

:1 =bpflir2<k<m

Ok
® (LR)pk = rr+ Cr1-Lp1 = 5h + Crot Qe -
L (LR)kJ = 0 fur |k = ll

Doch damit gilt dann LR:A. O
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