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KaAarPIiTEL

ANALYSIS IM R"

In der Vorgangerveranstaltung C2 haben wir uns mit den Grundzuiigen der eindimensionalen Analysis
beschaftigt. Wir haben dann gegen Ende des Semesters diese Grundlagen auf die Analysis mehrerer
Verdnderlicher abgebildet, und haben in diesem Zusammenhang Folgen und Funktionen, Stetigkeits-,
Differentations- und Integrationsregeln, sowie die Formel von Taylor im ,R™“ kennengelernt. Dieses
Kapitel soll nun an diesem Punkt ansetzen und eine ,angewandte” Seite dieser — auf den ersten Blick
eher theoretisch wirkenden — Methoden darstellen.

1.1 Extremstellen, Extremwertaufgaben

In diesem ersten Teil wollen wir einerseits wiederholen, was vorliegen muss, damit wir von
Extremstellen reden, und gleichzeitig ebenso erklaren, wie wir Extremstellen von Funktionen
im mehrdimensionalen Raum finden konnen. Wir erinnern uns damit an letztes Semester und geben
erneut einen Satz mit hinreichenden und notwendigen Kriterien fiir Extremata im eindimensionalen
Fall an.

Satz 1.1 (Extremata - Hinreichende und notwendige Kriterien)

Seif:D CR — R e C%(D) mit xy € D. Dann gelten folgende Implikationen:
)

(a) f'(xg) = 0N f"(x9) < 0= xg ist lokales Maximum
hinreichende Kriterien

(b) f’(x0) =0 A {"(x0) > 0 = x ist lokales Minimum
J
(c) xp ist lokale Extremstelle = f’(xy) = 0 \
(d) xo ist lokales Maximum = f’(xp) = 0 A f”(xp) < 0 ) notwendige Kriterien
)

(e

Dabei bezeichnen die Implikationen (c) — (e) notwendige Kriterien, sprich Kriterien, die fiir die
Nichtexistenz von Extremstellen verwendet werden konnen, und (a) und (b) hinreichende Kriterien,
sprich solche, welche sich fiir den Nachweis der Existenz solcher Stellen eignen.

Beweis: Wir verzichten an dieser Stelle auf einen Beweis, da wir ihn in C2 bereits gefiithrt haben.
Die Idee bestand darin mit der Taylorentwicklung einer Funktion zu arbeiten und verschiedene
Aussagen zu einem Widerspruch zu fiithren. O
Wir wollen nun also den Begriff der Extremstellen auf n-dimensionale Vektorraume verallgemeinern.
Wir definieren:

Definition 1.1 (Extremstellen)
Seif:DCR™ - Re D). Dann heie xo € D ... {

xo ist lokales Minimum = f’(xg) = 0 A f”(xg) > 0

<
eine lokale Maximal- oder Minimalstelle von f gdw. 3¢ > 0: Vx € K, (x¢)ND : f(x) ;} f(xo)

eine isolierte (lokale) Maximal- oder Minimalstelle gdw. sie lokal ist, aber die Gleichheit
nicht gilt.

eine globale Maximal- oder Minimalstelle von f gdw. K¢(xo) =R", also K¢(xo) "D =D.
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Wir werden mit Satz 1.3 Satz 1.1 auf mehrere Raumdimensionen verallgemeinern. Die Uberlegung
— mit der wir uns im Beweis beschaftigen — zeigt, dass die Unterscheidung zwischen Minimal-
und Maximalstelle allein vom Vorzeichen des quadratischen Terms abhangt, also ob (}Ef(z) (X —
Xp), (X—%p)) 2 0. Wir betrachten nun also ebensolche Ausdriicke quadratischer Matrizen genauer
und definieren damit den folgenden Begriff der Definitheit:

Definition 1.2 (Definitheit)

Bezeichne (-,-) das euklidische Skalarprodukt und A € R™*™ eine symmetrische Matrix. A hei3e
dann...

(symmetrisch) positiv definit gdw. Vv € R™\{0} : (AV,¥) > 0
(symmetrisch) negativ definit gdw. VvV € R“\{5} 1 (AV,V) <0
(symmetrisch) positiv semidefinit gdw. VvV € R™: (AV,V) > 0
(symmetrisch) negativ semidefinit gdw. Vv € R™: (AV,V) <0

indefinit gdw. A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Aus dem ersten Semester bekannt sollte dabei die Form (AV,V) sein, sie wird ebenfalls durch
n

2 aijvivj beschrieben. Als kleine Anmerkung nebenbei sei darauf hingewiesen, dass ein f: R™ — R
i,j=1

mit X — (AX,X) auch quadratische Form heif3t.

Bevor wir nun zu einem leichteren Kriterium fur die Definitheit kommen, sei hier noch etwas zu
obigen Begriffen angemerkt. Da das symmetrisch in Definition 1.2 hier explizit dabei steht, liegt die
Frage nahe, ob es auch nichtsymmetrische definite Matrizen gibt. In der Tat lief3e sich der Begriff der
Definitheit ,,sinnvoll“ erweitern, in dem man einfach fordert, dass eine nichtsymmetrische Matrix
B genau dann definit ist, wenn es die symmetrische Matrix B + BT ist. Wir wollen uns mit dieser
Ansichtsweise allerdings nicht weiter beschaftigen. Allgemein sei noch anzumerken, dass die Matrix
in jedem Fall quadratisch sein muss.
Wir wissen, dass Matrixvektorprodukte nicht leicht und vor allem nicht leicht fur alle Vektoren
aus dem R" zu berechnen sind. Manchmal ergibt der Nachweis der Definitheit uber die
Definitionsanwendung Sinn, aber oft fuhrt der folgende Satz zu schnellerem Erfolg:

Satz 1.2 (Kriterium fiir Definitheit)

Sei A € R™*™ wieder symmetrisch und beschreiben Ay,...,A;; € R die reellen Eigenwerte von A.
Dann gelten folgende Aquivalenzen:

(a) Aist {pos1t1.v} definit <:>Vi€{1,...,n}:?\i{>}0
negativ <
. S
(b) A ist {II:;)gS:cll‘\,/} semidefinit <= Vie{l,...,n}: \; {2} 0

(c) Aistindefinit <= 31,j €{1,...,n}: (A; > 0) A (A;<0),also A;-A; <0

Beweis: (zu a.l)
Wir rufen uns eine Eigenschaft aller symmetrischen Matrizen aus dem ersten Semester in Erinnerung;:

VA € R™ M sym.:3Q e RV™:Q '=Q"T A VA{EWvon A:pa(A)) =0 A A=QDQ"'

Dabei stellt D die Diagonalmatrix der Eigenwerte dar. Setzen wir dies nun in unser bisheriges
Kriterium fiir Definitheit ein, so ergibt sich:

AV,¥) =(QDQ 'V,v) =(DQ'V,Q'vV
(A%7) =(QDQ %) = {PQTQ'S)
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Sei nun X — § := Q'V € Abb(R™,R") linear und als Abbildung Rn\{5} — ]Rn\{6} bijektiv, da
det(QT) = 1 # 0. Damit sei:

A positiv definit <= (AV,¥) >0 Vv eR™\{0}
= (D4,§) >0 VyeR™M{0}

n
=) Ayi>0 V§eRM{0}
i

AL >0 vie{l,...,n}

Die meisten Aquivalenzen sind trivial herleitbar und einleuchtend, die letzte () soll nun niher
beleuchtet werden.

o«

,<=" trivial.

»=" uber reductio ad absurdum: Sei A\; < 0, wahle dazu yj := 1 und yy := O fiir alle k # j. Dann ist
n
aber Y Ajy? =\ <04
i=1

Die Uberlegung fiir (a.2), (b) und (c) ist dieselbe, der Beweis fiir den Rest verlduft dann analog. [
Wir tibertragen nun die Uberlegung zu Satz 1.1 auf das Mehrdimensionale:
Dazu entwickeln wir f mittels Taylor am Punkt (xo,f(x)) und erhalten:

(Df(x) =f(xo) + (VF(E),x —x0) (Taylor nullter Ordnung)
(ID)f(x) = f(xo) + (VF(x0),x —X0) + % (#f(x—x0)y,x—x0)  (Taylor erster Ordnung)

Dabei beschreibt (-,-) wieder das euklidische Skalarprodukt, Vf den Gradienten und Jf die
(symmetrische) Hessematrix der Funktion f. Fur & gilt weiterhin & =xo + T(x —xo) mit T € (0, 1).
Sei nun also x¢ € D Extremstelle von f. Angenommen Vf(xg) # 0, so muss ein i € {1,. .. ,n} existieren
mit 0;f(xg) # 0. Wir fithren die Annahme mittels Fallunterscheidung zum Widerspruch:
Fall a: 9;f(xg) >0
Das heifst, es existiert ein ¢y > 0, so dass fiir alle & € K¢ (xg) : 0;f(§) > 0. Sei nun 0 <
& < g beliebig, aber fest. Sei des Weiteren x := x¢ + (0,...,0, £ ,0,...,0)T und x' =

i-te Position
i-te Position
/e\

xo— (0,...,0, ,0,...,0)T. Wir betrachten nun f(x) und f(x'):

£€q
o f(x)—f(xo) 0 <Vf(£),x—xo> = 0if(&) - € > 0 da sowohl 0;f(&) als auch ¢ echt grofier null
sind.
. f(x)—Flxo) = <Vf(&)>X’—xO> =—0if(&)-e <0
e

Gelten diese beiden Aussagen, so ist allerdings f(x() kein Extrempunkt, wie von der Annahme
vorausgesetzt. /

Fall b: 0;f(xo) < 0 — verlduft analog

Aus beiden Widerspriichen ziehen wir den Schluss, dass die Annahme falsch sei, demnach folgt also
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Vf(xo) = 0. An Extremstellen gilt damit:

=0
(1) = 1 1
f(x) = flxo) + { Vf(x0),x —x%o +§ (f(x —x0)yx —x0)=f(x0) + ] (Ff(x —x0)yx — xoz
~ _ Vorzeichen:ntscheidet,
=0 ob Min. oder Max.
—Definitheit

Mit dieser Uberlegung kommt man auf folgenden Satz iiber notwendige und hinreichende Kriterien
fur Extremstellen:

Satz 1.3 (Notwendige und Hinreichende Kriterien fiir Extremstellen)

Sei f : D C R* — Rf € €*D)x € D, so gelten folgende Implikationen:
3\

(a) VAf(xp) =0 Hf(xp) ist negativ definit = X, ist (isoliertes) lok. Maximum

(b

Vi(xo) = 0 #f(xp) ist positiv definit = xg ist (isoliertes) lok. Minimum e hende

Vit(xo) =0 Hf(xo) ist indefinit = x( ist kein Extremum, sondern Sattelpunkt

)
)
)
d) xg ist lokale Extremstelle = Vf(xo) =0
)
)

(e) xo ist lokales Maximum = Vf(xg) = 0/\ #f(xp) ist negativ semidefinit notwendige
Kriterien
(f) xoist lokales Minimum = Vf(xo) = 0/\ #f(x¢) ist positiv semidefinit
/
Beweis: Der Satz ergibt sich aus unserer vorangehenden Uberlegung, ist damit auch korrekt. O

Die bisherigen Kriterien gelten selbstverstandlich nur fiur das Innere des Definitionsbereiches

o

(D). Randpunkte sind extra zu beachten!

Wir wollen uns mit diesem Problem nédher in Kapitel 1.2 beschaftigen. Die Idee ist es am
Rand die Funktion unter gewissen Nebenbedingungen zu optimieren, wir stellen dazu ein

Lagrangefunktional auf, was uns dann eine ahnliche Methodik erlaubt anzuwenden, wie wir sie
hier schon kennengelernt haben.

Wie kommt man jetzt von lokalen zu globalen Extremstellen? Eine der letzten Fragen, die sich
in diesem Zusammenhang noch stellt, ist, ob es moglich ist, von den eben gefundenen lokalen
Extremstellen auch auf Existenz von globalen Extremstellen zu schliefien.

Es ist klar, dass wenn X eine globale Extremstelle ist, Xy ebenso eine lokale Extremstelle ist. Damit
gilt also:

E Globale Extremstellen werden immer an lokalen Extremstellen angenommen oder sie existieren l
nicht!

Aus C2 wissen wir, dass wenn f stetig ist und D kompakt, so muss f auf D ein globales Maximum
und ein globales Minimum annehmen. Dies fuhrt uns zu folgender Vorgehensweise:

1. Berechne alle lokalen Extremstellen (kritische Punkte und Randpunkte).

2. Teile die Menge an lokalen Extremstellen E in die Menge an lokalen Maxima M1 und lokalen
Minima m mit MNm =0 und MUm = E auf.

3. Falls D kompakt ist, ist max 1 das globale Maximum und minm das globale Minimum,
andernfalls versuche die Eigenschaft des globalen Maxi- und Minimums per Hand zu zeigen.
Sonderfalle hierzu werden wir in Kapitel 1.2 und 1.5 kennenlernen.
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1.2 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

Nach einfachen Extremwertproblemen wollen wir uns nun mit Problemen beschaftigen, die unter
gewissen Nebenbedingungen zu optimieren sind. Sei im folgenden eine kurze Motivation fur dieses
Thema gegeben:

@ Bezeichnen G := {72’ S Rﬂi’z (xy,2)T,z= g(x,y)} und F:= {72’6 R3|>_€: (x,y,2)T,z= f(x,y)}
Flachen im dreidimensionalen Raum. Suche nun ein x; € G und ein x; € F mit minimalem
Abstand, also:

Finde das Minimum der Funktion h : R® — R mit h(x7,%2) := ||(x1,Y1,21) — (X2,Y2,22) |
unter den Nebenbedingungen z; := g(x1,y1) und z; := f(x2,y2).

@ Seien mit F und G zwei Kurven wie folgt gegeben, wobei der minimale Abstand gesucht ist:

F:{UZﬁ(X) G:{XZQNUJ

z="f(x) 2= g(y) Es ergibt sich also das Problem:

und

Finde das Minimum der Funktion h : R® — R mit h(xy,y1,z1,X2,U2,22) =
|(x1,Y1,21) — (x2,Y2,22)|| unter den Nebenbedingungen y; = f1(x1), z1 := f2(x1), x2 =
g1(y2) und z; := g2 (y2).

@ Gesucht sind die globalen Extrema einer Funktion f: D C R™ — R mit D kompakt. Dieses
Problem wird in ,,zwei Einheiten“ oder Einzelprobleme unterteilt, so dass zuerst alle Extrema
im inneren des Definitionsbereichs gesucht werden (siehe hierfiur Kapitel 1.1) und danach das
Optimierungsproblem mit Nebenbedingung xy € 0D gelost wird.

Wir wollen diese Probleme durch Anwendung des folgenden Satzes losen:

Satz 1.4 (Lagrange-Multiplikatoren bei einer Nebenbedingung)

Seien f,g: D C R™ — R mit f,g € €'(D). Dann ist eine notwendige Bedingung fuir beliebige
Extremstellen xy von f unter der Nebenbedingung g(xo) =0, dass ...

(I) Lx0,A) == Vf(x0) —AVg(xp) =0
(II) g(xp) =0

Man bezeichnet A € R dann auch als Lagrange-Multiplikator.

Beweis: Eine notwendige Bedingung bedeutet, dass wir im Beweis ausgehen, dass xy eine
Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g(xp) = 0 ist, und damit zeigen, dass die Bedingung
gilt. Da Vg(xp) # 0 konnen wir nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten annehmen,
dass
—g(Xo) #0.

aX]
Wir setzen nun xo = (aj,x;), wobei xj = (ay,...,an). Nach Satz gibt es nun eine offene Umgebung
U € R von xj{, sowie eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : U’ — R mit ¢(x}) = a; und
gl (x'),x") =0 fur alle X' € U, wobei @(U') x U C D ist. Sei M := {x € D : g(x) =0}, so liefert der
Satz ebenso, dass sich M lokal auch durch M N (@(UW) x W) :={x € (W) x U :x; = @(x2,...,xn) }
beschreiben ldsst. Wir wenden nun die Kettenregel auf obige Gleichung an und erhalten:
99

xp) + = (x0) furi=2,...,n (1.1)

0 0
0= = (x0) 5 (xg) + 5=
1

0 x 0x;

Wir betrachten jetzt die Funktion F: U — R mit F(x2,...,%n) = f(@(x2,...,Xn ), X2,...,Xn ). Da f auf
M ein lokales Extremum besitzt, besitzt F auf U’ € R™! im Punkte xg ein Extremum, also gilt nach
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Satz , dass -
a—Xl(Xg):O fur1=2,,n

Mit der Kettenregel folgt hieraus:

oF of GI0) of
0= N T (x - 1.2
5 ) = 3 (xa) 3 2 0) + 7 () (12
Setzt man nun :
__of og B
N g ol (32 00l )
so folgt aus (1.1) und (1.2) die Behauptung:
0 0
O ) =A29 (xo) fari=1,...n
aXi aXi

O
Auch wenn die Methode der Lagrange-Multiplikatoren an sich wie eine Allzweckwaffe scheint, so
ist es im Allgemeinen sehr schwierig ein nichtlineares Gleichungssystem mit n + 1 Gleichungen
zu losen. Seien hier noch ein paar Tipps und Tricks fiir das Umgehen mit Lagrangefunktionalen
angemerkt:

* Man sollte generell darauf achten, keinen Fall zu vergessen! Vor allem beim Kiirzen von
Variablen (also auch A) muss auf den Fall Variable = 0 aufgepasst werden.

* Generell werden hierbei kritische Stellen von £ gesucht, £ heif$t auch Lagrange-
Funktional

e Istf=gof mitg:R — R monoton, so haben f und f die gleichen Extremstellen.

* Multiplikation mit Groflen, die zu 0 gleich sind, ist nicht strengstens verboten. Dies erhoht
allerdings die Anzahl an moglichen Extremstellen.

* Der Lagrangemultiplikator A kann auch additiv hinzugefiigt werden, welche Variante
genommen wird/werden soll, hangt vom Problem ab.

Beispiel 1.1:

2

Wir suchen die Extremstellen der Funktion f : R? — R mit f(x,y) := y — x* unter der

Nebenbedingung x> +y? = 1.

Anhand der Nebenbedingung konnen wir die notwendige Funktion g : R? — R aufstellen mit

g(x,y) =x>+y*—1 = 0. Damit stellen wir dann das Lagrangefunktional, dessen kritische Stellen
wir bestimmen wollen, auf und erhalten:

L(X»U»A) = (y _XZ) _A(XZ_FUZ_”

und damit fur den Gradienten

—2-x—2-Ax —2-x-(14A) '
VL(x,y,A) = 1—-2-A-y = 1-2-A-y =0.
X2 —y? 41 —x?—y?+1

Wir nehmen Gleichung 1 und erhalten damit zwei Moglichkeiten x =0 oder A = —1.
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Wir miissen nun beide Moglichkeiten naher untersuchen:

Fall 1: x =0 — Wir erhalten damit: Fall 2: A =—1 — Wir erhalten damit:
—y?+1=0~y =] |
in Gl. 2 eingesetzt 1F2-A =0~ A==%=
2 in Gl. 2 —xz—%—H:OMx:i§
Wir erhalten somit zwei mogliche
Extremstellen mit (0,1) und (0,—1). Wir erhalten somit also wieder zwei

mogliche Extremstellen mit (4—@,—%)
und (—@,—%),

Durch Einsetzen bestimmen wir Maximum und Minimum, also

2
V3o 1 V3 1 3 5 5
f(iT,—z =——|*5 =—5-1-"1 f(0,£1) =41 —0°=+£1

Wir erkennen somit, dass f unter der Nebenbedingung g das Maximum 1 bei (0, 1) und das Minimum
_45'1 bei <i§, —%) annimmt, womit die Extremstellen bestimmt waren. X

Satz[I.4]lasst sich selbstverstandlich auf auf mehrere Nebenbedingungen erweitern, er sei hier der
Vollstandigkeit halber noch mit angegeben:

Satz 1.5 (Lagrange-Multiplikatoren bei mehreren Nebenbedingungen)

Sei f:D CR"™ =R, g:D — R™mit m < n. Seien f,g € G](D). Ferner besitze f in & unter
der Nebenbedingung g(&) =0 eine Extremstelle. Dann ist eine notwendige Bedingung fir die
Existenz dieser Extremstelle, dass ...

1) VElxo) = 3 A Vgi(E)

i=1
(II) g(&)=0

A € R™ beschreibt wieder den Lagrangemultiplikator, das dazugehorende Funktional ist £(&,A) :=

Beweis: Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz O

1.3 Satz uber implizite Funktionen

Ein weiteres sehr interessantes Thema, was nun naher beleuchtet werden soll, sind implizite
Funktionen. Mit dem hauptsachlichen Satz in dieser Sektion ist es moglich Aussagen zu treffen,
ob eine implizit gegebene Funktion — zumindest lokal — eindeutig aufgelost werden kann.
Anwendungsgebiete sind beispielsweise das Finden von (lokalen) Umkehrfunktionen oder aber das
Uberpriifen der ,Glattheit” einer Kurve. Wir beschiftigen uns somit mit folgender Problemstellung:

Sei f: R? — R — oder auch allgemein R™*™ — R™ — eine hinreichend glatte Funktion und sei
(x,y) € R™™ ein Punkt mit f(x,y) = 0. Gibt es nun ,lokal” um x, eine Auflosungsfunktion
x — y(x), die die durch f(x,y) = 0 charakterisierte Menge darstellt?
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Grundlage ist also der Folgende Satz:
Satz 1.6 (Satz iiber implizite Funktionen)

Sei f: D C R? - R, wobei D offen, f € €' (D) und (xo,yo) € D mit f(xo,yo) = 0 gelte. Es gelte
ferner, dass

of
@(XO)UO) # 0.

Dann existiert eine Umgebung U, = (xg — ¢,X9 + €¢) von xp und genau eine Abbildung x +—
y(x),U — R — die sogenannte lokale Auflosungsfunktion — derart, dass f(x,y(x)) = 0 und
Yo =Y(xo) ist.

Die lokale Auflosungsfunktion ist dann stetig differenzierbar und es gilt

0xf(x,y(x))

Y0 =3 foyx)

Beweis: Wir wollen Satz[1.6]jetzt an dieser Stelle nicht rigoros und umfassend beweisen, da seine
Aussage aus Satz folgt. Vielmehr soll hier eine andere Idee vorgestellt werden, aus der dann

numerische Verfahren folgen konnen.

f(x,yn . _ _
o % mit yo(x) :=yo. Man zeigt

nun die Konvergenz auf einer K¢ (xq) unter den gegebenen Voraussetzungen. Wir dies moglich ist,
erfahren wir in Kapitel 1.7 mit Satz Die Grenzfunktion bekommt man durch das Anwenden
des Grenzwertes. Nach einem Satz aus C2 gilt somit:

Wir definieren uns zuerst eine Funktionenfolge yn 11 :=yn(x)

also f(x,y(x)).

Die verwendete Funktionenfolge eignet sich am besten als Iterationsvorschrift fiir das Auffinden
lokaler Umkehrfunktionen. [l
Wir verallgemeinern den Satz also, womit wir uns dann mit nichtlinearen Gleichungen,

beschiftigen, wobei f = (fi,..., fi,) stetig differenzierbar auf einem Gebiet G C R und m < k ist. Man
hat dann m skalare Gleichungen fur k = m +n Variablen, n > 0, also ein , unterbestimmtes System*.
Die Losungsmenge sollte sich unter geeigneten Voraussetzunge durch n Parameter beschreiben
lassen. Wir sagen voraus:

Satz 1.7 (Satz iiber implizite Funktionen im mehrdimensionalen Fall)

Sei f: D C R™t™ — R™, wobei D offen, f € C'(D), n,m € N und (x0,Yo) € D mit xo € R",
Yo € R™ und f(xg,yo) = 0 gelte. Es gelte ferner, dass die m x m-Matrix g—;(xo,yo) regular — also
invertierbar — ist. Dann existiert eine Umgebung U, = K¢(xo) C R™ von Xy und genau eine
Abbildung x — y(x),U — R™ — die sogenannte lokale Auflosungsfunktion — derart, dass fiir
alle x € U gilt, dass f(x,y(x)) =0 und yo =y(xo).

Die lokale Auflosungsfunktion ist dann stetig differenzierbar und es gilt

of of

1
gy = 20 == | S xyx))] - Srix(x)

Beweis: Sei k := n + m. Wir betrachten also nun ein Gebiet G C R* = R™ x R™ und eine
stetig differenzierbare Abbildung f = (fy,...,f;m) : G = R™, also ein System von m nichtlinearen
Gleichungen fiir n+m Variablen. Die Gleichungen schaffen Abhangigkeiten zwischen den Variablen.
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Es gibt dafur zwar viele Moglichkeiten, wir untersuchen der Einfachheit halber zunachst nur die
Situation, dass die Variablen x;,41,...,Xn+m differenzierbar von den Variablen x1,...,x, abhdngen.
Der Satz der ersten n Variablen fassen wir zu einem Vektor x, den der folgenden m Variablen zu
einem Vektor y zusammen. Dann definieren wir weiter:

ofy 0fq 0f1 0fq
af a’f] coe a’fn af aXT.L+1 cee aXTl'er
a_ = . t.. . und a— = . T. .
X o o Y fm fm
0x1 *tt OxXn 0Xn+1 7" OXn4m

Damit ist 5t ot
get) = 5ixw) | 5otxw) )

Damit die gemeinsame Nullstellenmenge N = {(x,y) € G: f(x,y) =0} in der Ndhe eines Punktes
(x0,Yo) € N lokal wie der Graph einer Abbildung y =y(x) aussieht, darf sie in (x¢,yo) keine vertikale
Tangente besitzen. Das wiederum bedeutet — da N Niveaumenge von f ist —, dass kein vertikaler
Vektor (0,b) mit b # 0 simultan auf allen Gradienten Vf;(xo,yo), 1=1,...,m, senkrecht stehen darf.

Und das bedeutet, dass 5
f

@(Xo’yo) x0T

fur alle b # 0 gelten muss.

Ein Gleichungssystem der Gestalt A -z' = 0T mit einer Matrix A € R™™ hat genau dann nur die
triviale Losung, wenn A regular ist (siehe C1 fiir diesen Satz). Angewandt auf das obige Problem
bedeutet das, dass det g—;(xo,yo) # 0 sein sollte.

Aus der Gleichung f(x, g(x)) = 0 folgt dann mit der Kettenregel:

0= 20, 0x)) - Exc+ g—;(x,gm) 3g(x),

also

1
dylr) = | 5eaut| Syt

Der Trick des restlichen Beweises besteht nun darin, den Raum um (xg,yo) herum so differenzierbar
zu verbiegen, dass aus den Niveaumengen

Nc(f) :i={(x1y...,xx) :Vi=T,...,m:fi(x1,...,X) = ¢i}
Ebenenstiicke der Gestalt
E={(X1,ceeyXnyZnitye-oyzi) s VIE{T,.c.ym} iz = ¢4}
werden. Zu diesem Zweck definieren wir F: B — R¥ durch
Fix,y) = (x,f(x,y)).

Die Transformation kann man sich dann wie folgt vorstellen:

z
Z=2=C
F
L o8
injektiv N K X
z=0

— f=c¢
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Die Punkte behalten bei dieser Transformation ihre x-Komponente, wahrend ihre y-Komponente
durch den Wert von f ersetzt wird. Das funktioniert aber nur, wenn verschiedene Punkte einer
betroffenen Niveauflache auch verschiedene x-Komponenten besitzen, wenn also die Niveauflache
keine vertikale Tangente besitzt. Daflir benotigen wir die vorausgesetzte Regularitat von g—;(xo,yo).

Ein Fall, bei dem dies schiefgeht, konnte folgendermafien aussehen:

\

Z

e

F
E—

nicht injektiv

A T
\'-.-._._.-/

f=0

Wir zeigen jetzt, dass F unter den Voraussetzungen des Satzes in der Nahe von (xq,yo) ein
Diffeomorphismug|ist. Tatsichlich ist

E 0
HF(meo):( — | of )

S (x0,y0) | & (x0,Y0)

und daher
of

detJr(x0,y0) = det@(xo)yo) #0.

Das bedeutet, dass F in (xg,yo) lokal umkehrbar ist. Wir setzten H:=F~! (in der Nihe von F(xo,yo)).
Weil F die ersten k Komponenten unverandert lasst, gilt das Gleiche fur H. Also hat H die Gestalt

H(LL,V) = (u> h(u,v)),

mit einer differenzierbaren Abbildung h.
Ist f(x,y) =0, so ist F(x,y) = (x,0), also (x,y) = F'(x,0) = H(x,0) = (x,h(x,0)). Deshalb setzen wir

y(x) :=h(x,0).

Offensichtlich ist g stetig differenzierbar. Ist f(x,y) = 0, so ist nach Konstruktion y = y(x). Und
umgekehrt ist
f(x,y(x)) = f(x,h(x,0)) = f(F' (x,0)) =0.

Die Gleichung f(xo,yo) = 0 ergibt die Beziehung yo = y(x¢). Wahlt man nun die Umgebung U, klein
genug, so ist alles gezeigt. O

Satz 1.8 (Inverse Abbildung)
Sei f: D C R™ — R" mit D offen, f € @'(D) und x € D. Es sei die Jacobi-Matrix J¢(xo) = & (xo)

o
invertierbar. Dann existiert eine Umgebung U C D von X, so dass f’u : U — f(U) umkehrbar

(sprich bijektiv) ist.

Beweis: Wir konnen hier Satz[1.7]anwenden, wobei zu beachten ist, dass hier die Rollen von x und
y vertauscht sind. Wir schreiben F(x,y) = f(x) —y. Ist nun f(xg) =7 und die Matrix %(n) regular,
so ist F(xo,n) = 0 und Fy(xp,n) reguldr. Nach Satz ?? gibt es daher eine Umgebung U von x, und
eine Umgebung V von 1 sowie eine Funktion g:V — U stetig differenzierbar mit F(g(y),y) =0 oder

'Ein Diffeomorphismus ist eine bijektive, stetig differenzierbare Abbildung, deren Umkehrabbildung auch stetig
differenzierbar ist.
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f(g(y)) =vy. f ist damit bijektiv von U’ = g(V) C U nach V. Fur die Funktionialmatrix von g erhalten

wir
99 _ _(3F)TOF _(ory”
oy  \ox oy \ox/)

Dies stellt eine Verallgemeinerung der wohlbekannten Formel fir die eindimensionale
Umkehrfunktion dar (— C2). f ist auf U definiert und stetig, U’ ist die Urbildmenge der offenen
Menge V und damit selber offen. O

Korrolar 1.8 (Iterationsverfahren)

Anwendung des Iterationsverfahrens auf f(x,y) :=y — f(x) liefert:

of e
st ) = xnly) | 3 0] | Fxnly),)

=xn(y) — [FF(x0,y0)] " Fxn(y),y) mit xo(y) := Xo.

Wenn also fir alle x € D das Inverse der Jacobi-Matrix [Jf(x)]~ existiert, so existiert auch fiir
alle x € D eine lokale Umkehrfunktion. Dies muss aber noch lange nicht die Existenz einer
globalen Umkehrfunktion bedeuten!

1.4 Parameterdarstellung von Kurven, Kurvenintegrale

Wir haben in Kapitel 1.3 gesehen, dass die Darstellung von Kurven meist nur iterativ und lokal
geschehen kann. In diesem Kapitel wollen wir uns deswegen kurz anschauen, wie man diese
Probleme losen kann mittels der Parametrisierung von Kurven.

1.4.1 Grundlegendes

Definition 1.3 (Parameterdarstellung einer Kurve)

Eine stetige Abbildung vy : R D I — R™ mit I abgeschlossen, heifle Parameterdarstellung der
Kurve I' : y(I) C R™

I heiBe C'-Kurve genau dann, wenn 7 stetig differenzierbar sei. I" heifle geschlossen genau dann,
wenn I = [a,b] mit y(a) =vy(b).

Satz 1.9 (Tangente an eine Kurve in Parameterdarstellung)

Eine durch y parametrisierte @'-Kurve hat im Punkt y(t) die Tangentenrichtung (y(t))’.

Beweis: Betrachte zunachst eine Sekante zwischen t und ty, deren Richtung V(t%:—zo(t") entspricht. Wir
bilden nun den Grenzwert t — tj:
. t)—vy(t
hm ’Y( ) Y( O) :,Y/(to)
t—tg t—1o
Der Grenzwert muss dabei existieren, da I' eine @'-Kurve ist. O]

Wir wollen uns nun kurz anschauen wann eine Kurve eigentlich , glatt” ist. Eine erste Idee ware es,
zu fordern, dass die Kurve eine C'-Kurve sein muss oder es ausreicht, wenn sie differenzierbar ist.
Dass das aber nicht ausreicht zeigt folgendes Beispiel:
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Beispiel 1.2:

Wir betrachten eine Nellsche Parabel (siehe rechts) mit der
Parametrisierung y(t) = t . Man kann leicht nachrechnen, dass

diese Kurve sogar die C*°-Eigenschaft besitzt, jedoch an der Stelle
v(0) =0 einen ,Knick” hat. Dies ist nur moglich, weil y/(0) = 0.

Anschaulicher: Um ,,abrupte Bewegungen“ auf einer Kurve zu machen,
muss man nicht zwingend auch ,abrupte Lenkbewegungen” machen. —

Es

»sanfte®, ,stetige“ Lenkbewegungen macht.

P 10 1Y

£3 5

reicht aus, wenn man die Geschwindigkeit auf 0 abbremst und dann

—10

3K

Wir fordern also fiir ,glatte” Kurven:

Definition 1.4 (Regularitdt einer Kurve)

Eine Parameterdarstellung vy : I — R"™ heif3e , glatt” oder ,regular” gdw. y ! (I) und fur alle

t € 1 gilt, dass y/(t) #0.

Eine noch wichtigere Erkenntnis ist, dass Parametrisierungen nicht eindeutig sind. Als Beispiel ldsst
sich hier eine Einheitskreisparametrisierung nennen, es gibt aber unendlich viele davon. Wir fassen
diese Erkenntnis nun in folgendem Satz zusammen:

Satz 1.10 (Umparametrisierungen)

Ist y:1— R" die Parametrisierung einer Kurve und u T 1 stetig und surjektiv, sowie TCRein
Intervall, so ist ¥ =y ou: I — R™ dann ebenfalls eine Parametrisierung dieser Kurve. Umgekehrt
hat jede Parametrisierung der Kurve die Form y ou, wobei u :1— I stetig und surjektiv, sowie
1 C R ein Intervall ist.

Eine Umparametrisierung einer reguldren Kurve erfordert, dass u € @' sowie fiir allet € 1 gilt,
dass u/(t) # 0. Somit ist u dann global streng monoton steigend oder fallend, wobei sich im

letzteren Fall bei der Umparametrisierung der Durchlaufsinn der Kurve andert.

Wir beschaftigen uns nun mit verschiedenen Maflen auf/von Kurven, zuerst mit der Bogenlange.
Dazu definieren wir wie folgt:

Definition 1.5 (Bogenlinge einer Kurve)

Seivy:[a,b] - R™ die Parametrisierung einer Kurve I'. Gilt fir jede Folge von Zerlegungen Zy mit
|Zy| := maxi>1 t; —ti_1 — 0, dass die Folge der Langen der Polygonziige Lz, konvergent ist, und
zwar immer gegen denselben Wert, dann heif3t dieser Grenzwert

IT'| .= \Zli\moLZk Bogenlinge der Kurve T'.
d

" heif’t dann auch rektifizierbar.

Da diese Berechnung sehr umstandlich ist, finden wir einen anderen Weg, die Bogenldnge zu

be

rechnen uiber folgenden Satz:

Satz 1.11 (Bogenlinge einer Kurve)

Seiy:1— R™ eine Parametrisierung einer reguldren Kurve I'. Dann ist die Bogenldnge |I'| gegeben
als

=y at

I

Beweis: Sei I =[a,b] und beschreibe y: I — R™ eine regulare Kurve I'. Nach Satz gilt dann
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Beschreibe s: I — R* die Weglange, so ist s differenzierbar und es gilt:

s'(t) = lim ) =Y,

s(t+h)—s(t
h—0 h

woraus unmittelbar folgt:

s(t) == Js'(s)ds = J V' (s)|| ds
i i

O
Beispiel 1.3: Betrachten wir als Beispiel die Parametrisierung der Kurve I' 7y : [0, 271] — R? mit

t—sint
v(t)=r- (1 —cost)
Gesucht ist die Bogenldnge |I'|. Wir berechnen also:
) =7 1—cost
Yit= sint

Hiervon berechnen wir die Norm. Welche Norm wir dafur verwenden ist egal, da nach Satz aus
Mathe C1, alle Normen auf dem R™ dquivalent sind.

[y @) =Irll- \/(1 — cos(t))? +sin?(t)
= ||| - \/1 —2-cos(t) 4 cos?(t) +sin(t)= V2 ||r|| - VT —cost

()

Damit berechnen wir dann mit Satz die gesuchte Bogenlange

27
sin (%) ’dt =2l J sin (%) ‘
0

¢ 2m
=2-|r]- ‘—-Zcos (z)

=2

27
= JZ- vl
0

=4 - ||r|| - (—cos(7) + cos(0))=8 - ||7|

0

1.4.2 Parametrisierungen nach der Bogenlinge

Wir wollen nun eine spezielle Parametrisierung naher betrachten, welche die Berechnung von
Bogenldngen vereinfacht. Wir nennen sie deswegen auch , Parametrisierung nach der Bogenlinge“.
Eine Motivation derselbigen lasst sich tiber die Kriimmung definieren. Dabei bezeichnet die
Krimmung k das Folgende:

Definition 1.6 (Kriimmung k)

Die Krimmung « ist definiert als der reziproke Wert des Radius R, des sich an die Kurve I
anschmiegenden Kreises. Sei vy eine Parametrisierung von I nach der Bogenlange, so gilt:

1

=z = el
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Uns ist in diesem Moment streng genommen klar, dass wir an dieser Stelle Definition und Satz ein
wenig vermischen, wir geben fiir die zweite Aussage k = || v§(t) H deswegen nun einen Beweis an.
Beweis: Wir sehen ein, dass

1=y ()l = (T(s), T(s))
Damit gilt aber auch

((T(s),T(s))) = (T(s), T'(s)) +(T'(s), T(s)) =0, v (t) r
womit dann aber aus (T(s), T'(s)) =0 folgt, dass
T'(s) = k(s) - n(s),

was wiederum bedeutet, dass
k() = [IT'(s)]| = [v" (o)
O
Wir haben in Definition 1.6 bereits eine Parametrisierung nach Bogenldnge vorausgesetzt, wollen sie
nun genauer spezifizieren und definieren.

Definition 1.7 (Parametrisierung nach Bogenlinge)

Wir suchen eine Parametrisierung v : T — R™ einer Kurve T, beschrieben durch v:1— R™ mit
der Eigenschaft ... N
viel: ||[yo(t)] =1 (1.3)

Eine solche Parametrisierung vy heifle dann Parametrisierung nach der Bogenlinge.

Warum macht das Sinn?Fur beliebige Puntke y(t1), y(t2) gilt:

17)

[ Iveofat=t -1,

tH

das heif3t, t; —t; gibt genau den Abstand von yy(t;) zu yo(t2) ,entlang der Kurve” an. O

Wie findet man eine Solche?

Wir wissen aus Satz dass es eine Darstellung yo =y ou mit u 11 gibt. Aus Definition
Gleichung (1.3) folgt dann:

1= = [[¥ () W) = [w'(t)] - v/ (ww))

Mit der zusatzlichen Forderung des sich nicht dandernden Durchlaufsinn ergibt sich folgende

DGl.:
1

)l
Diese ist allerdings nicht trivial losbar, genaueres dazu — unter anderem auch eine kurze

Einfithrung in numerische Verfahren zum Losen solcher Differentialgleichungen — aber erst in
Kapitel 2.

u'(t)

1.4.3 Kurvenintegrale

Wir wollen nun die Bogenldnge verallgemeinern, jetzt soll eine Art , gewichtete Lange® ausgerechnet
werden. Ein Anwendungsbeispiel ware ein Draht oder Faden mit variabler Stiarke, wobei wir den
Draht/Faden als parametrisierte Kurve y betrachten, die Dichte — also g/t[:rsﬁ‘; am Punkt y(t) sei
dann beschrieben durch den drahtspezifischen Funktionswert f(y(t)). Wie berechnet man nun die
Gesamtmasse?
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Wir definieren deswegen:

Definition 1.8 (Kurvenintegral erster Art)

Sei I' C R™ eine regulare Kurve mit Parametrisierung v : I — R™ und sei f: I' = R — eigentlich
f:R* DD DT — R - eine skalarwertige Funktion. Dann bezeichnet — bei Existenz —

Jf ds = J Fy(t) [/ ()| dt

I I

das Kurvenintegral erster Art von f tiber I'.

Fur f = 1 entspricht das Integral genau der Bogenlange der Kurve, womit auch der urspringliche
Kommentar, dass das Kurvenintegral erster Art nichts weiter als eine Verallgemeinerung der
Bogenlangenberechnung sei, Sinn ergibt.

Ein anderes Anwendungsbeispiel sei die Bewegung einer Masse m durch ein Kraftfeld x — F(x),
R3 — R3 — beispielsweise das Gravitationsfeld — entlang einer durch y parametrisierten Kurve T
Welche Arbeit wird hierbei geleistet? Um diese Frage zu beantworten, verallgemeinern wir unser
Kurvenintegral auf vektorwertige Funktionen. Wir definieren:

Definition 1.9 (Kurvenintegral zweiter Art)

Sei I' eine reguldare Kurve mit Parametrisierung y: I — R" und F: " — R™ — eigentlich F: R™ D
D DT — R"™ - eine vektorwertige Funktion. Dann bezeichnet — bei Existenz —

J Feds:= J (Fly(1)),Y'(t))dt
r I

das Kurvenintegral zweiter Art von F Uber TI'.

Das Kurvenintegral zweiter Art kann auch als Kurvenintegral erster Art der in Kurvenrichtung
gerichteten Komponente der Funktion aufgefasst werden.

Eine sich jetzt noch stellende Frage ist, ob sich das Ergebnis des Kurvenintegrals im allgemeinen
andert, wenn man unterschiedliche Parametrisierungen verwendet. Wir stellen dazu folgenden Satz
auf:

Satz 1.12 (Unabhidngigkeit des Kurvenintegrals von der Parametrisierung)

Der Wert von [ f ds ist unabhingig von der gewéhlten Parametrisierung y: [ — R™
r

Beweis: Betrachten wir zwei unabhédngige Parametrisierungen y7 : Iy = R™, v, : I = R™ der Kurve I'.
Da nach Definition I' regular sein muss, existiert nach Satz einu:l; — I) mitu #0, so dass

Y1=Y20u (1.4)

Wir zeigen nun die Gleichheit:

[tas= [rnn- v ac® [ fraou roww)a
r f1 I

u’ ist skalar
.

—
= | flyzou(t) - [va(u(t)] - Jw(t)] dt
I
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=sgn(u)- Jf(Yz ou(t)) - ||[va(ult))||-w'(t)dt Substituiere s := u(t)

]

Ohne Beweis sei an dieser Stelle angemerkt, dass Satz auch fir das Kurvenintegral zweiter
Art gilt.

1.4.4 Parametrisierungen von Flichen und Oberflachenintegrale

Neben eindimensionalen Kurven wollen wir uns jetzt mit Parametrisierungen von Flachen naher
beschaftigen. Wir definieren dazu:

Definition 1.10 (Parametrisierung einer Fldche)

Eine stetige surjektive Abbildung vy : RZ > M — F C R" mit (s,t) — vy(s,t) heile
Parametrisierung der Fliche F C R™.

Auch auf Flachen definieren wir — mit dhnlichen Motivationen — Oberflachenintegrale erster und
zweiter Art.

Definition 1.11 (Oberfldichenintegral erster Art)

Sei F eine Flache, die durch v : F — R3, F c R? parametrisiert ist. Weiter sei f : RS R
skalarwertig und stetig. Dann ist — bei Existenz — das (Ober-)Flachenintegral erster Art von f
uber F definiert als

[ #do= | tivis, 0 Joarts ) x der(s, v ds a
F M
Dabei bezeichne x das Kreuzprodukt der Vektoren.

Definition 1.12 (Oberflichenintegral zweiter Art)

Sei F eine Flache, die durchy: F — R3, FC R? parametrisiert ist. Weiter sei f : R3 — Rein stetiges
Vektorfeld auf F. Dann ist — bei Existenz — das (Ober-)Flachenintegral zweiter Art von f iiber F
definiert als

Jf-do = J (F(v(s, 1)), 35 (s, ) x By (s, 1)) ds dt
F M

Dabei bezeichne x wieder das Kreuzprodukt der Vektoren.

1.5 Konvexe, quadratische, linear-quadratische
Optimierungsprobleme

Wir haben in Kapitel 1.1 notwendige und hinreichende Kriterien fir lokale Extremstellen
kennengelernt fiir Funktionen f : D C R™ — R. Bislang ist es uns nur im Falle von kompakten
Definitionsbereichen gelungen von lokalen auf globale Extremata zu schlieBen. Wir wollen nun,
indem wir andere Einschrankungen oder Annahmen an unseren Definitionsbereich und unsere
Funktion stellen, starkere Aussagen fiir mogliche Extremstellen erhalten. Dies werden beispielsweise
Eindeutigkeit oder auch Globalitdt sein. Dazu definieren wir als erstes den Begriff der konvexen Menge.
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Definition 1.13 (Konvexe Menge)

Verbindungs- L : : i
Jerbindungs i \ Sei M C R™ eine Menge. M heif3e konvex genau dann, wenn

komplett in S mit beliebigen x,y € M auch die Verbindungsstrecke in M
liegt, also

Vx,y e M:Va e [0,1]:ax+ (1 —x)y e M

Interessanterweise gibt es in der Mathematik fir Mengen
nicht den Begriff der Konkavheit.

Jeder Vektorraum, der R enthilt, ist konvex, ebenso alle

Ein  Beispiel fiur eine

nichtkonvexe Menge. Halbebenen und Halbraume.

Wir definieren dann weiter:

Definition 1.14 (Konvexe Funktion)

Seif:D — Rmit () # D C R™ konvex. Wir sagen f ist konvex genau
dann, wenn

Vx,y € D VA € [0,1]: FAx 4 (T —A)y) < Af(x) + (1 —A)f(y)

f heifle strikt konvex genau dann, wenn

Vx,y € D:VA € [0,1]: f(Ax+ (1 —=A)y) S Af(x) + (1 —A)f(y)

— ox y D

Beispiele fiir (strikt) konvexe Funktionen sind:

Affin-Lineare Funktionen — konvex

Normalparabel — strikt konvex

Betragsfunktion — konvex

e-Funktion — strikt konvex

Wir wollen nun untersuchen, wann eine Funktion konvex ist. Aussage dartuiber trifft der Folgende
Satz:
Satz 1.13 (Kriterium fiir Konvexitdit von Funktionen)

Sei D C R™ eine konvexe Menge und sei f € €?(D). Dann gilt:
(1) fist konvex <= Fiir alle x € D gilt, dass /f(x) positiv semidefinit ist.
(2) fist strikt konvex <— Fiir alle x € D gilt, dass Jf(x) positiv definit ist.

(3) Die Umkehrung von|[(2)|gilt nicht.

Beweis:

zu (1) Wir definieren uns zuerst folgenden Hilfssatz:
Hilfssatz 1 (Hilfssatz zu Satz[1.13)
Sei f € @%((a,b)) mit f: (a,b) — R. f ist konvex genau dann, wenn f” > 0 fiir alle x € (a,b).

Beweis:
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o«
il<:

o

Ili

Angenommen f” > 0 auf (a,b). Dann ist f monoton steigend auf (a,b). Fira<x<y<b,
0<A<Tund z=(1—A)x+ Ay gilt dann:

- f(z)—f(x) = }f/(t) dt < f'(z)(z—x)

X

Yy
- fly)—f(z) =[f(t) dt > f'(z)(y —2)

z

Daz—x=Ay—x)?undy—z=(1—-2A)(y—x) folgt unmittelbar

f(z) < f(x) +Af'(z)(y —x) A
<fly) —1=ANf(2)(y—x) |-(1—=A7)

Durch Addieren der beiden Ungleichungen ergibt sich auf der linken Seite quasi f(z) =
f(Ax+ (1 —A)y), damit folgt die Konvexitit nach Definition [1.14]

Angenommen es existiere ein x € (a,b), fur das f’(x) < 0 gelte. Dann ware f” negativ auf
einem Subintervall (a’,b") durch Kontinuitat. Mit demselben Argument wie eben folgt
auf (a’,b’):

f(z) —f(x) > f'(z)(z—x) und f(y) — f(z) < f'(z)(y — z)

und damit f((T—A)x+Ay) > (1—A)f(x)+Af(y), was aber der Konvexitit von f widersprache.
4

]

Nun zum eigentlichen Beweis:

Die Konvexitat von f auf D ist aquivalent zu setzen mit der Konvexitat der Restriktion von f
auf jedes Liniensegment in D, was dann der Konvexitdt der Funktion g(A) = f(y + Az) auf dem
konvexen Intervall {?\}y +Az e D} mity € D und y € R™. Es ist leicht zu sehen, dass

g"(A) = (z, %f(x) - z),

mit x = y + Az. Mit Hilfssatz |1| ergibt sich, dass g konvex ist gdw. g”(A) > 0, also fiir jedes
y € D und z € R™. Damit ergibt sich (z, #f(x) - z) fiir jedes z € R™ und x € D, was genau der
Definition der Semidefinitheit (Definition[I.2) entspricht.

zu (2) jetzt trivial, folgt aus|(1)

zu (3) Betrachte f(x) =x*, so ist die Hessematrix #f(0) = f”(0) = 0 % 0, dennoch ist f strikt konvex —
was leicht nachzuprufen ist.

]

Wir kommen jetzt zu den Satzen, die Aussagen uber die Anzahl und Art von Extremstellen treffen.
Wir gehen dabei immer von konvexen Funktionen aus.

Satz 1.14 (Lokale Minimalstellen konvexer Funktionen)

Sei f konvex, ...

(a) .
(b) .

..s0 ist jede lokale Minimalstelle immer auch globale Minimalstelle.

..so0 bilden alle lokalen Minimalstellen von f eine zusammenhangende, sogar eine konvexe
Menge.

(c) .

..s0 haben alle lokalen Minima den gleichen Wert.
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Beweis:

(a) Z : Sei x; lokale Minimalstelle, so ist x; sogar globale Minimalstelle. Beweis iiber Reduktion auf
das Absurde:
Angenommen es existierte ein x; € D, mit f(x;) < f(x7). Betrachte dann die Verbindungslinie
zwischen x; und x;:
konv.
VYA€ [0,1]:f(Ax1 + (T—=A)x2) < Af(x1)+ (1—=A)f(x2) < (A+T1—=A)f(x1) =f(xq1)

——
<f(x1)

Betrachte nun den Wert fur A — 1:

limAxq + (T —A)x2 = X1,
A—1

das heif3t, in jeder e-Umgebung um x; findet sich ein Punkt Ax; + (1 —A)x;, so dass f(Ax; + (1 —
A)x2) < f(xq) 4 zu x5 ist lokale Minimalstelle.

(b) Z : Alle lokalen Minimalstellen bilden eine konvexe Menge
Seien x; # x, lokale Minimalstellen, so ist

o+ (T-Aha) S A+ (=N ) =f0a) = flx)

~——
=f(x1), nach

Da ferner nach|(a)|f(x;) = f(x,) das globale Minimum ist, muss f(Ax;+(1—A)xz) = f(x1) = f(x2),
das heif3t f(Ax;+(1—A)xy) = f(x1) = f(x2), was bedeutet, dass Ax;+(1—A)x, auch Minimalstelle
ist.

(c) Z : Alle lokale Minimalstellen haben den gleichen Funktionswert
Seien x; # X lokale Minimalstellen, nachsind X1, X2 sogar globale Minimalstellen, das heifst

Vx € D:f(x1) <f(x2) und Vx € D : f(x2) < f(x7),

woraus die Gleichheit abzulesen ist. n

Satz 1.15 (Eindeutigkeit des Minimums)
Sei f strikt konvex, so hat f hochstens eine Minimalstelle

Beweis: Angenommen X; # X, seinen Minimalstellen von f. Nach Satz gilt f(x1) = f(x2), heifit:

ik
f( + (1=A)x2) " < M) + (1= A f(xa)) = f(x1)
konv. ~——
=f(x1)
Andererseits ist f(x;) aber nach Satz|1.14{a) globale Minimalstelle. O

Wir wollen nun noch einen Satz erkldaren, mit dem es uns moglich ist auf die Existenz von
Minimalstellen zu schlieffen. Normale oder sogar strikte Konvexitit reichen hierfur nicht aus,
wie man sich ganz leicht am Beispiel der (strikt) konvexen Funktion x — e* klar machen kann.

Satz 1.16 (Existenz des Minimums)

Sei f:() # D C R™ — R stetig. Ferner habe f eine nichtleere kompakte Levelmenge
0#Lc:={xeD|f(x) <c}.

Dann hat f mindestens eine globale Minimalstelle — und somit auch mindestens eine lokale
Minimalstelle. Ist f sogar strikt konvex, ist diese eindeutig bestimmt.
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Beweis: Sei f: D C R™ — R stetig, ¢ € R, so dass ) # L. := {x € D{f(x) < c} C D kompakt ist.
Betrachte dann die Restriktion von f auf L

fl L —R.

f

ist stetig und hat kompakten Definitionsbereich L.. Nach dem Satz von Maximum und Minimum

Le

(— C2) hat f| auf jeden Fall ein Minimum, dieses ist < c. Da fir alle x € D\L, gilt, dass f(x) >c,

C

ist die Minimalstelle von f‘ gleichzeitig auch Minimalstelle von f. Ist f strikt konvex, muss die

Minimalstelle dann nach Satz[[.15 [1.15]auch eindeutig bestimmt sein. O

Fur stetiges f und abgeschlossenes D sind die Levelgruppen immer abgeschlossen. Damit bleibt
nur noch die Beschranktheit zu tiberpriifen.

Wir wollen uns jetzt noch mit ein paar Spezialfallen der Minimierungsprobleme naher beschaftigen.

1.5.1 Spezialfall: Quadratisches Optimierungsproblem

Sei D :=R", A € R™" symmetrisch positiv definit, b € R", ¢ € R und bezeichne (:,-) wieder das
euklidische Skalarprodukt. Sei
1

f(x):= 3 (Ax,x) + (b,x) + C (1.5)

Wir suchen das Minimum von f.
Losung
Durch das Rechnen mit Komponenten ergibt sich fur alle x € R™:

Vf(x) = Ax+b
Tf(x) = A

Nach Voraussetzung an A ist f damit strikt konvex, dies folgt aus Satz Nach Satz 1.15
gibt es hochstens eine Minimalstelle und diese ist global.
Mit V{(xy) 20 ergibt sich:

x.=—A""b

als kritische Stelle. Diese existiert, weil A, da symmetrisch positiv definit, nie den Eigenwert 0
besitzt, und deswegen immer invertierbar ist.

1.5.2 Linear-Quadratisches Minimierungsproblem

Sei f : R® — R quadratisch und zu minimieren, also f(x) = }(Ax,x) + (b,x) mit A € R™™
symmetrisch positiv definit. f ist zu minimieren unter der Nebenbedingung Bx = ¢ mit B € R™™"
und c € R™.

Wir bezeichnen mit M := {x € R"|Bx =c} die zuldssige Menge, f heife in diesem Zusammenhang
auch Ziel- respektive Kostenfunktion. Es ist leicht einzusehen, dass M ein affin-linearer Unterraum
des R™ ist, zudem ist es hierbei sinnvoll zu fordern, dass m < n.

Wir wissen, dass M und f (strikt) konvex sind, somit ist dann die Restriktion von f auf M f

ebenfalls strikt konvex. Damit hat f‘ " nach Satz|1.15/hochstens eine Minimalstelle.
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Die Losung des Problems erfolgt durch die — uns bereits seit Kapitel [I.2]bekannte — Methode der
Lagrangemultiplikatoren (Satz[1.5). Wir erhalten damit:

vie{l,...,m}:gi(x) :=Bix—¢4 20

m
VE(x)+ Z Angi(x)!: 0
i=1

zusammengefasst dann

m
Ax+b+ ) AB{=0und Bx—c=0 (1.6)
i=1

Wir erhalten damit das Folgende — zu losende — Gleichungssystem:
A BT\ /x\ [-b _3
B 0 A \c) 7

1.5.3 Das Gradientenverfahren — Eine numerische Losung des
Optimierungsproblems

Wir wollen uns nun mit einer effizienten Vorgehensweise fur das Losen des LGS beschaftigen.
Effizienz ist beim alltdglichen Losen von Linearen Gleichungssystemen sehr relevant, da die direkte
Loser meist laufzeittechnisch schlechter abschneiden. Wir tiberlegen uns jetzt eine Methode, die von
der Idee bereits im zweiten Semester aufkam.
Sei f : R™ — R also nun differenzierbar. Um eine Minimalstelle von f zu finden ist das — im
Allgemeinen nichtlineare — Gleichungssystem Vf(x) = 0 zu l0sen, was nicht trivial machbar ist.
Denke aber ans zweite Semester zurtick. Aus C2 wissen wir, dass der negative Gradient immer in
die Richtung des steilsten Abstiegs zeigt. Sei also beispielsweise eine hinreichend gute Naherung
xo an die Minimalstelle von f gegeben. Machen wir nun einen Schritt in Richtung von —Vf(x() und
wir erhalten — bei geeeigneter Schrittlange — einen besseren Naherungswert. Dies fuhrt zu folgender
ersten Iterationsvorschrift:

Xnt1 = Xn — o Vf(xn)

Wie ist o, zu wahlen?

Betrachten wir hierzu die Werte von f entlang der Geraden o — x, — aVf(xyn), also die
Abbildung h : R — R mit h(«) := f(xn — aVf(xn)). Offensichtlich ist es sinnvoll & = «,, als
Minimalstelle dieser Funktion zu wahlen. Dementsprechend ist folgende Gleichung zu losen:

0= R(a) = — (V(xn — ot VE(xn), VE(xn)) = on (1.7)

Diese Gleichung lasst sich aber nur nach « auflosen, wenn man Annahmen an f trifft. Sei f jetzt
also quadratisch, damit ist Vf(x) = Ax + b. Eingesetzt in (1.7) ergibt:

Damit ist o, zu wahlen als:

_ (VF(xn), VF(xn))
AV (xn ), VE(xn))

, wobei Vf(xn) =Axn+Db

2Ein Verfahren heile dabei direkt genau dann, wenn es nach einer endlichen Anzahl an Rechenschritten zu einem
exakten Ergebnis kommt.
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Zusammengefasst ergibt sich folgendes Verfahren:

Verfahren 1.1 (Gradienten-Verfahren)
Sei f ,glatt“ und x,, eine hinreichende Naherung an die Minimalstelle von f. Dann ist

<Vf(xn)> Vf(xn)>
(AVf(xn), VI(xn))

Xn41 :=Xn — &n VF(Xn) mit bspw. o ==

im Allgemeinen eine bessere Naherung.

Eine weitere interessante Fragestellung hier ware die Konvergenz(geschwindigkeit) des Verfahrens.
Bei quadratischen Modellproblemen hangt die Geschwindigkeit vom Verhaltnis

}\max(A)
B }\min(A)

von grofitem zu kleinstem Eigenwert ab. Je grofler dabei k, desto schlechter ist das
Konvergenzverhalten. Eine Verbesserung des Verfahrens stellt die ,Methode der konjungierten
Gradienten” (cg-Verfahren) dar, dessen Konvergenzverhalten schwacher von k abhéngt.

Mehr dazu, wie man LGS numerisch 1osen kann, kommt in Kapitel An dieser Stelle beschaftigen
wir uns dann auch nochmal kurz mit den Konvergenzverhalten.

1.6 Lineare Optimierung

Im letzten Optimierungskapitel, wollen wir uns nun naher mit affin-linearen Funktionen
f : R™ — R beschaftigen, die unter Einhaltung von ebenfalls affin-linearen Gleichungs- sowie
Ungleichungsnebenbedingungen optimiert werden sollen.

Damit beschaftigen wir uns in diesem Kapitel mit der ,Linearen Optimierung” oder auch der
,Linearen Programmierung”.

Wir werden uns nun verschiedene Begriffe an Folgendem Beispiel klar machen:

Beispiel 1.4: (Produktplanung)

Unternehmen U stellt 2 Produkte her, Py eine Glastur mit Alurahmen und P, ein Fenster mit
Holzrahmen. Pro verkaufter ,Tureinheit” stellt sich ein Gewinn von 3GE, pro , Festereinheit”
ein Gewinn von 5GE ein. Die Produktion erfolgt in den 3 Fabriken ...

e ...Fy, stellt nur Alurahmen her, besitzt ein Produktionsvolumen von 4Einheiten/Tag,
* ...Fy, stellt nur Holzrahmen her, besitzt ein Produktionsvolumen von 6Einheiten/Tag, sowie

e ...F3, stellt nur Glasscheiben her, besitzt ein Produktionsvolumen von 18Einheiten/Tag,

Es ist ferner bekannt, dass Py 3 Glaseinheiten, P, nur 2 Glaseinheiten benotigt. Die Aufgabe ist
es den Gewinn unter der Annahme, dass alle produzierten Einheiten auch verkauft werden, zu
maximieren.

Wir stellen dazu ein Lineares Programm auf. Dazu identifizieren wir als erstes die
Entscheidungsvariablen. Wir wahlen x; fur die Tureinheiten und x; fiir die Fenstereinheiten.
Als nachstes stellen wir die Zielfunktion auf, die zu maximieren ist, in diesem Fall also die
Gewinnfunktion:

f(x1,%2) =3%x7 + 5%

Als letztes stellen wir die aus dem Text herauslesbaren Nebenbedingungen auf:

(1) x1 <4 — Produktionsvolumen von Fy

(ii) x2 < 6 — Produktionsvolumen von F;
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(iii) 3x7 +2x2 < 18 — Produktionsvolumen von F3 mit eingerechnetem Glaseinheitenverbrauch von Py
und Py

(iv) x1,x2 = 0 — Es sollen Produkte verkauft werden

In Kurzform ergibt sich somit:

f(x) := (¢,x) — max

unter der NB Ax < b
1 0 4
3 0 1 6
mit c:= <5), A= 3 2 ,b:=118
-1 0 0
0 -1 0

Das < ist dabei komponentenweise zu verstehen. /

Definition 1.15 (Zuldssige Menge)

Die Menge aller x € R™, die alle Nebenbedingungen erfiillt, heif$t zuldssige Menge. Die zulassige
Menge von Linearen Programmen ist ein Schnitt von Halbraumen, sprich von Mengen der Form
{x e R"|u(x) <c}, wobei u:R™ — R linear ist und ¢ € R.

Definition 1.16 (Polyeder, Simplex)

Ein nichtleerer Schnitt von endlich vielen Halbraumen heif3t
Polyeder. Seien n + 1 viele Punkte p; € R™ gegeben. Die von den
Punkten ,aufgespannte” Menge X2

n+1 n+1
{Zoqxi 06120,206121} X3 :
i=1 i=1

Simplex im R3

X1

heifst Simplex.

Korrolar D1.16

Jeder Polyeder ist konvex. Fiir n = 2 ist ein Simplex ein Dreieck im R?, fiir n = 3 ein Tetraeder im
R3, allgemein fiir n € N ist ein Simplex ein Polyeder.
Die zulédssige Menge (nach Definition [1.15)) ist konvex.

Beispiel 1.4 (Fortsetzung): Bei unserem Beispiel haben wir nur zwei Entscheidungsvariablen, eine
graphische Losung ist also moglich.
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Betrachten wir dazu eine Skizze des linearen Programms:

N\

'\ i
°3X1 +5% 2

— (i)

(i)

Abbildung 1.1: Skizze des linearen Programms aus Beispiel 1.4

Wir stellen fest:

@ Die Losung(en) liegen niemals nur im Inneren der zuldssigen Menge, sondern immer auch am
Rand. Generell kommen Losungen im Inneren nur bei trivialen Funktionen (f = const.) vor.

@ Es kann passieren, dass es keine Losung gibt, wenn ...

* ...die zuldssige Menge leer ist oder

e ...die zulassige Menge unbeschrankt ist, kann es passieren, dass es keine Losung gibt (—
die Losung lage dann im ,,Unendlichen)

@ Wenn es eine/mehrere Losung(en) gibt, so liegt mindestens eine Losung auf einer Ecke der
zuldssigen Menge

@ Wenn es mehrere Losung(en) gibt, dann gibt es mehrere Ecken, die Losungen sind, die Menge
der Losungen ist zusammenhangend.

Es reicht also die Ecken der zuldssigen Menge nach Optimalstellen zu durchsuchen.

Auch hier mag die Losung auf den ersten Blick perfekt und simpel ausschauen, aber die Anzahl
der Ecken wachst mit steigender Anzahl an Entscheidungsvariablen und steigender Anzahl an
Nebenbedingungen enorm. Wir werden deswegen uns bemuhen, die Anzahl an moglichen —
auszuprobierenden — Ecken irgendwie einzugrenzen.

Eine Losungsmethode dieses Problems ist der sogenannte Simplex-Algorithmus, den wir in Kapitel
genauer kennen lernen werden.
Wir wandeln dazu unser Lineares Programm in ,Standardform“ um:

Definition 1.17 (Allgemeine Form)

Suche x € R™, so dass f(x) := (¢,x) — min oder — max,

n
so dass Zaijxj:bi furi=1,...,p
j=1

n
Zainjgbi furi=p+1,...,q
=1

n
Zainiji firi=q+1,...,m
j=1
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Definition 1.18 (Standardform)
Suche x € R™, so dass f(x) := (c,x) — min,

so dass Ax =b und
X >0,
wobei A € R™™ m € Nund rang(A)=m

Wir wollen nun ein Verfahren kennen lernen, mit dem eine Umwandlung von allgemeiner Form in
Standardform moglich ist:

Verfahren 1.2 (Allgemeine Form — Standardform)

@ Ist das Maximum gesucht, so ersetze f(x) durch

f(x) :== (—c,x) — min

@ Auch ,,>“-Nebenbedingungen werden mit —1 ,,durchmultipliziert”, so dass nur noch ,,<“-
Nebenbedingungen vorhanden sind.

n
@ Die Ungleichungsnebenbedingungen ) ajjx; < by werden in Gleichungsnebenbedingungen
=1

umgeformt durch die Einfuhrung von Schlupfvariablen, dann gilt:

n
Z aijxj +xi=b;Ax; =0
j=1

@ Jede Variable x; braucht eine Bedingung x; > 0, dazu substituiere fiir jede Variable x; ohne
eine solche Bedingung;:
Xj = xXim—x:

j j j 20

mit x;', X

@ Zur Sicherstellung der linearen Unabhangigkeit der Zeilen von A. Wir wissen, dass sich
lineare Abhangigkeit durch die Unlosbarkeit des LGS Ax = b oder des Vorkommens
redundanter Zeilen ausdriickt. Mache deswegen Folgendes:

* Bringe Ax =D auf Stufenform ( A ‘ b )

* Ersetze im linearen Programm die Gleichung Ax =b durch Ax=D.

+ Unterscheide nach Stufenform des LGS Ax = b:

— Hat das LGS Stufenform II, streiche alle Nullzeilen, die verbleibenden Zeilen sind
dann linear unabhangig.

— Hat das LGS Stufenform III, so ist das LGS unldsbar, womit die zuldssige Menge leer
ist, sprich das lineare Programm ist unlosbar.

Am Ende dieser 5 Schritte ist das lineare Programm in Standardform gem. Definition[I.18]

Beispiel 1.4 (Fortsetzung):
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Wir suchen das Maximum = ¢ = —¢c = ( > Lose damit das LGS

-5

o 10100|4 10 1 00[4 10 1 0 04
(Alp)~[o1010/6 |~[0 1 0 10/6|~(01 0 1 06
3200 1/[18 0 -2 30 1|6 00 -3 -2 1|2

Damit ist das Optimum gefunden, der Gewinn wird maximiert bei 4 produzierten Turen und 6
produzierten Fenstern. X
Wir setzten ab sofort — wenn nicht anders angegeben — ein Lineares Programm in Standardform
voraus.

1.6.1 Wie findet man Ecken?

Wir wollen als erstes die Frage, wie man allgemeine Ecken der zuldssigen Menge findet, beantworten.
Betrachte dafiir ersteinmal allgemein fiir Ax = b, x > 0 mit A € R™™", rang(A) =m, x € R" und
n>m

Da man m linear unabhangige Gleichungsbedingungen zu erfiillen hat, kann man n—m Variablen zu
null setzen — denn dimker(A) =n—m - und die tibrigen m Variablen dann iiber die m Gleichungen
berechnen. Mathematisch ausgedriickt:

A= ( Ag \ AN ), wobei Ag € R™™ ynd Ay € Rmx(n—m), Analog x = (;(B) mit xg € R™ und
N
xN € RV
Damit lasst sich dann das LGS Ax = b schreiben als:
Apxg+ANXN =D (1.8)

Ist nun Ap invertierbar — falls also die ersten m Spalten von A linear unabhidngig waren — so lasst
sich (|1.8) nach xg auflosen:
XB :Ag] (b—AnXN) (1.9)

Wir setzen also xy := 0 und die ubrigen Variablen zu xg = Ag]b.

Da das Voraussetzen der linearen Unabhangigkeit der ersten m Spalten von A nur aus
Vereinfachung geschah, brauchen wir noch einen allgemeinen Weg um beliebige Ecken zu
finden.

Zuerst definieren wir erstmal verschiedene Begriffe:

Definition 1.19 (Basis, Basisvariablen und die Basislosung eines in SF geg. LP)

Sei A =lay,...,an] € R™™ mit rang(A) = m und m < n, so heifle eine Auswahl von m Spalten
Qi;y..-,0qi,,, welche linear unabhangig sind, aus den n Spalten ay,...,a, Basis des linearen
Programmes.

Zur Vereinfachung der Sprechweise wird manchmal auch die zugehorige Indexmenge B als Basis
bezeichnet.

Die zugehorigen Komponenten von x, also xi,,...,X;, heiflen Basisvariablen, der Rest
Nichtbasisvariablen.

Die zugehorige Basislosung erhalt man durch das ,Ausnullen” der Nichtbasisvariablen und das
Bestimmen der Basisvariablen tiber die m Gleichungen.

Generell gilt: Jede Ecke der zuldssigen Menge eines linearen Programmes ist automatisch auch
Basislosung, umgekehrt gilt dies aber nicht unbedingt!

Definition 1.20 (Zuldssigkeit einer Basislosung)

| Eine Basis/Basislosung heifse zuldssig genau dann, wenn alle Komponenten der Basislosung
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grofler oder gleich 0 sind.
Betrachten wir nun ein einfaches Beispiel 1.5: Wahlem=1,n=2, A = ( 1 -1 ) und b = (O)

» Wahle die 1. Spalte als Basis ~ Nichtbasisvariable x; := 0, so ergibt sich x; als Losung von
x1—1-0=0, das heifdst x; =0.

* Waihle nun die 2. Spalte als Basis ~» Nichtbasisvariable x; := 0, so ergibt sich x; als Losung von
0—x2 =0, sprich x; =0.

Zwei verschiedene Basen liefern also dieselbe Ecke (0,0). Wir schliefSen damit auf eine fehlende
Injektivitat der Abbildung. XK

Die Zuordnung ,Basis mit zulassiger Basislosung +— Ecke der zulassigen Menge® ist im
Allgemeinen nicht injektiv!

Das passiert genau dann, wenn neben den Nichtbasiskomponenten auch noch ein oder mehrere

Basiskomponenten, dies sich als Losung xp = A?b ergeben, ,zufallig” null sind. In diesem Fall
gibt es also mehrere zulédssige Basen, die ein und dieselbe Ecke beschreiben.

Betrachten wir nun noch zwei Existenzsatze fiir Basislosungen.

Satz 1.17 (Existenz einer zuldssigen Basislosung)

SeiM:= {x ¢ R“| Ax =b,x > 0} die zuldssige Menge eines linearen Programms in Standardform.
Falls M # (), so gibt es (mindestens) eine zuldssige Basislosung, andernfalls nicht.

Beweis: uber Fallunterscheidung:
(1) b=0 = x =0ist zuldssige Basislosung.

(2) b #0: Sei x € M mit kpositiven Komponenten, (E sei die Nummerierung der Variablen so, dass

>0 . j=1,...,k
XJ{ T
(2a) {ay,...,ax} sind linear unabhéngig.
Dann gilt — weil rang(A) = m - k < m und {ay,...,ax} kann durch m — k Spalten
(Aj;y-++»Aj,,_ ) zu einer Basis des Spaltenraumes erganzt werden. x ist die Basislosung
bzgl. B = {1,...,k,j1,...,jmfk}. x ist auflerdem zulassig, da xi,...,xx > 0 und
Xjpyeeoy Xj g = O ist.
(2b) {ay,...,ax} sind linear abhangig.
Ist Ay := (aj,...,ax) die aus den Spalten aj,...,ax bestehende Matrix und xi =
(X1,-.., %) 7, s0 gilt wegen Ax =b und X1 =--- =%, =0
Ak-Xk:b (1.10)
Aufgrund der linearen Abhidngigkeit von {ay,...,ax}, existiert o« = (o1, o)’ #0, s0
dass Axx = 0. Dann gilt:
VOER:A(d- o) =0 (1.11)

Addition von (1.10) und (1.11) ergibt:
Ax(xx+dx)=b
Bezeichnen wir mit x(8) den Vektor mit

[ xi+8x  ,wennie{l,....k}
x(8)i = { 0 , sonst
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so ist x(0) € M, das heifit fir allei=1,...,n gilt x(8); > 0 falls

Xi . )
5> ——" Vi=1,...,kmito >0
X

und 8< —% Vi=1,....k mit o < O
i

Fﬁré:max{—%:ai>0} <Ooder6=min{—;—ii:oq<0} > 0 gilt 6 € R. Die
entsprechende Losung x(0) hat hochstens k — 1 positive Komponenten. Durch iterative

Anwendung dieses Verfahrens erhalten wir — weil b # 0 nach spatestens k — 1 Iterationen

Fall
OJ

Satz 1.18 (Fundametalsatz/Hauptsatz der linearen Optimierung)

Sei (A,b,c) ein lineares Programm in Standardform mit M := {x € R“}Ax = b,x > 0} % ()
nichtleerer zuldssiger Menge und das lineare Programm min {cx : Ax = b,x > 0} sei beschrinkt,
so gibt es eine optimale zulassige Basislosung.

Beweis: Sei x eine Optimalldsung und, wie im Beweis zu Satz[1.17}

>0 . j=1,..,k
"J{ L T

Sind {ay,...,ay} linear unabhangig, so ist die Behauptung gezeigt. Andernfalls existiert ein o« =
(&1y...,0n) " mit oc # 0, so dass

Ar-a=(aj,...,aqx) - ax=A(dx) =0

fur alle 6 € R. Betrachte x(8) > 0 wie im Beweis zu Satz Es gilt:

k
Ax(d) =bund cx(6 =cx+d (Z ocici>

i=1

k k

Wire ) aici > 0, so wahlen wir 8 < 0, ware ) «ici <0, so d > 0. In beiden Fillen wire cx(8) < cx

i=1 i=1

k
im Widerspruch zur Optimalitdt von x. Damit gilt ) «;ci =0. Wie im Beweis zu Satz|1.17|wahlen
i=1
wir 0 so, dass x(8) nur noch k—1 positive Komponenten hat. Da cx(8) = cx, erhalten wir somit nach
maximal k — 1 Iterationen dieser Prozedur eine optimale zulassige Basislosung. O

Korrolar 1.18

Es reicht ,,nur” alle Basislosungen durchzuprobieren, auf Zulassigkeit zu uberprifen und f an
der Stelle auszuwerten um das Minimum von fp zu finden.

Einziges Problem an der Sache ist: Es kann bis zu (:1) viele Basisvektoren geben!

Eine Verbesserung ware es, wenn wir von einer gegebenen zuldssigen Basislosung/Ecke x ausgehen,
wir zu einer ,benachbarten” zuldssigen Basislosung x. ,wandern“, die f(x,) < f(x) erfullt.

Was heifSe hierbei benachbart? Man kommt von der alten zur neuen Basis, indem man nur einen
der Basisvektoren ersetzt. Man spricht dabei von einem sogenannten Basiswechsel oder auch
Basisaustauschschritt.

Ist nun kein solcher Basiswechsel mehr moglich, so hat man eine Losung gefunden. Wir wollen uns
mit diesem Basiswechsel in folgendem Kapitel naher befassen.
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1.6.2 Basiswechsel

Sei die Basis B mit Basislosung x gegeben. Wie testet man effizient, ob bei einem Basiswechsel B — B,
x — x f(x) < f(x) gilt und B zulassig ist?

Sei B := {b1 , ...,nm} C {1,...,n} also eine Basis. Damit ist die aus den zugehorigen Spalten von
A bestehende Matrix A € R™ ™ invertierbar. Seien N := {m ye .,nn_m} - {1,...,n} die uibrigen,
sprich die Nichtbasisindizes. Dies heifst B und N bilden eine Partiton von {1,...,n}. Sei Ay €
R™*(=m) der  Rest” der Matrix A.

Die Komponenten der Vektoren x, c werden dementsprechend ebenso aufgeteilt in x5,c3 € R™ und
XN, Cn € RM™, Wir schreiben — mit der Elimination von xg mittels Agxg + AnXy = b an Stelle (%) —
die Evaluation von f als:

f(X) = <C)X> <C3)XTS> + <CN)XN>
(;) <C AB]b AB]ANXN> <CN,XN>
<CB>AB > <CB>_A£ A'NXN> + <CN>XN>

(en,A5"0) + (e — (A5 An)Tem ) (1.12)

Wir betrachten nun den Basiswechsel B — %, N — ﬂ, x — X. Wir benutzen dazu den Zusammenhang
aus (1.12) um sowohl f(x) vor dem Basiswechsel als auch f(x) nach dem Basiswechsel — mit festem B
— zu berechnen.

Sei j. derjenige Index, der zur Basis hinzugefiigt wird, k. der Index, der entfernt wird, also
Y=B\B=NN {k.}=N\N=B\B

Damit wird die j-te Komponente vor dem Basiswechsel null und beim Basiswechsel freigegeben
(x5, = 0, x, beliebig), die k.-te Komponente kann vor dem Basiswechsel # 0 sein, sie wird beim
Basiswechsel allerdings auf null gesetzt.

Geometrische Interpretation

¥ Die Wahl der Indizes j. und k. entspricht geometrisch gesehen der Wahl der Kante entlang
1§ derer wir uns von x aus bewegen. -

Fur x vor dem Basiswechsel gilt x5y = 0 und damit nach (1.12):

f(x) = <c3,A;b>
Fiir x nach dem Basiswechsel gilt xx = (0,...,0,%j,,0,...,0)T, damit nach (T.12):
1(x) = (en,A5"b) + (e — (A5 A Tem);. %,

Das Anwachsen des Funktionswertes berechnet sich somit durch

A]
~ 1 a AT =~ 1
Af; =1f(x) —f(x) = (e — (A5 Axn) c3)j, X5, <O (Al
-— g
Al =0

Da X zuldssig sein soll, muss X;, > 0 gelten. Wir fassen die Uberlegungen in einem Satz auf:

Satz 1.19 (Kriterium der reduzierten Kosten)

| Wir erhalten als Kriterium, dass der Wert der Zielfunktion bei Basiswechseln fallt:

1
(v — (AZTAN) Ter): <0
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Beim Basiswechsel ist also ein Indes j. € N zur Basis hinzuzufiigen, so dass obige Bedingung
erfullt ist. Gibt es kein solches j,, so ist x bereits minimal.

Beweis: Siehe Herleitung von @ oben. O
Was wir bei unserer bisherigen Uberlegung noch auBer Acht gelassen haben sind die Werte von X;j,
und k.. Wir uberlegen deshalb:

Die j.-te Komponente von x war vor dem Basiswechsel null, alls Basiskomponenten waren grofer
oder gleich null — weil x zuldssig. Nach dem Basiswechsel soll die j.-te Komponente grofier oder
gleich null sein, und zwar so, dass

@ alle Basiskomponenten grofier oder gleich null sind (Zuldssigkeit) und

@ (mindestens) eine genau null wird, der Index dieser Komponente wird dann das k. sein.

Bedingung @ stellt ...

 ...aus geometrischer Sicht sicher, dass wir die Kante genau bis zu einer Ecke laufen und
nicht weiter

 ...aus analytischer Sicht sicher, dass wir einen Indes k. finden, den wir aus der Basis

streichen konnen.

1
Da xg = A;b — A;AN?& = A;b — A; (An)j,xj, = 0, wobei (Ay);, die j.-te Spalte von Ay sein

soll, lautet @ und @ also...

Vke B (Ay'bl = %5, (A5 (An)1, ),
~——
=Xz
wobei mindestens eine der Ungleichungen mit Gleichheit erfiillt sein soll. Links steht dabei (xg)x = 0,
da x zulassig ist. Solche k, fir die (A; (An)j, )k <0, liefern keine Beschrankung fiir X;, und sind zu
ignorieren.
Wir erfullen @ und @ durch die Quotientenregel der linearen Programmierung.

Definition 1.21 (Quotientenregel der linearen Programmierung)

Wir legen X;, und k. wie folgt fest:

. . (xB )k 1
Xj, = min{ —————|(Ag (An);, )k >0
] keB { (Ag' (An)i )k . ]
K. := derjenige Index k, fir die das obige Minimum angenommen wird, das heifit,

o~ (X3 )iy —1
so dass Xj, = m, (A ' (An)j. )k, >0 und k, € B.

Falls das Minimum uiber die leere Menge gebildet wird — das heif3t fur alle k € B: (A; (An); )k <0,
bedeutet dies, dass es keinerlei Einschrankung an X;, > 0 gibt, also fiir beliebig grofies x;, > 0 die
zuldssige Menge M nicht verlassen wird.

Aufgrund der Wahl j,, so dass die Kostenfunktion f in diese Richtung fallt, gilt dann inf fa; = —o0.

1.6.3 Der Simplex-Algorithmus

Wir wollen nun die Ergebnisse der letzten beiden Kapitel zu einem Verfahren fusionieren, mit dem
lineare Programme in Standardform dann leichter und standardisierter zu losen sind. Gegeben sei
also folgendes Verfahren:
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Verfahren 1.3 (Simplex-Algorithmus)

@ Suche eine zulassige Basis B und die zugehorige Basislosung x, oder entscheide, dass es
keine solche gibt.

(— Ist etwa M = (), so gibt es keine Losung)

@ Bilde aus A, x, ¢ unter Verwendung der Indexmengen B und N = {1,...,n}\B die
Groflen Ag, Ay, Ca,Cn, X5, Xy gemall Gleichung (1.9) mit Satz danach.

@ Falls fiir alle j € N gilt, dass (cy); > ((A£1AN)TC3)]', so ist das Ziel erreicht. Die Losung
ist dann f(x) = <C3,A£1b>. (ENDE)
(2¢) Wihle ein j. € N mit (cx)j, > ((Ag'Ax)Tes);,

@ Falls fiir alle k € B gilt, dass (A; (An)j, )k <0, soist f nach unten unbeschrankt, damit
ist infyepy f = —o0. (ENDE)

Setze X;j, und k. wie in Definition|1.21|{beschrieben.

@ Steiche j. aus N und fuge es zu B hinzu, streiche k, aus B und fige es zu N hinzu.

Gehe zu Schritt

Ein kleiner Tipp zum Durchfihren dieses Verfahrens: Gibt es in Schritt @ ein j,, das die

Bedingung in erfullt, so ist dieses j, — der Effizienz wegen — zu praferieren.

1.6.3.1 Schritt 2 des Verfahrens

In der Praxis gehen wir jedoch wie folgt vor: Wir erstellen ein , Tableau“, und bilden damit Schritt
@ komplett auf ,,Gaufl“adhnliche Operationen ab. Wir definieren das Tableau wie folgt:
Definition 1.22 (Simplex-Tableau)

-1 -1 -1
T (CT—C%/?gA—C%ﬁgb):(cT—céABA—f(x)>
Ag | AL'b Az A | xp

= (ty)ico.mjet.nen) € ROVFDXOHD

Interpretation des Simplex-Tableaus

@ Der Bereich ( A%]A ‘ A,g]b ) entsteht, indem man das LGS Ax = b mit elementaren
Gaufloperationen zu A;Ax = A;b umformt. (— er ,speichert” also die
Gleichungsnebenbedingungen)

Da fur Basisspalten j € B A;A«bj = € gilt, enthalt der Block A;A € R™™ in den Basisspalten
gerade die Einheitsvektoren €7,...,én € R™.

Ist der untere Bereich berechnet, kann man auch die oberste Zeile des Schemas leicht
ausrechnen. Jede Zeile — bis auf die oberste — reprasentiert eine Nebenbedingung, damit

sind elementare Zeilenoperationen in diesem Bereich also erlaubt, weil diese das LGS
nur in dquivalente umwandeln.
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@ Der Zeilenvektor ¢! — C%A%lA enthalt in Basisspalten (Spaltenindex j = b; € B) genau die

Eintrage
to; = (CT — C%A%]A)j =Cj— C% A%lAbi =Cj—Cp; = 0,
\—Y—/
—&

und in Nichtbasisspalten j = n; € N enthalt er — nach Satz — die reduzierten Kosten,
die bei der Wahl j, = j anfielen. Welche Nichtbasisspalte j im anstehenden Basiswechsel zu
einer Basisspalte werden kann, erkennt man also daran, dass die obere Zeile von T in der
betreffenden Spalte einen negativen Eintrag hat, das heifst to; < 0. Damit gilt auch: Gilt fur alle
j, dass to; =0, so hat man eine Losung gefunden.

©

Rechts oben steht, bis auf das Vorzeichen, der aktuelle Wert von f, am Ende des Algorithmus
also das gesuchte Minimum.

&)

Der Wahl des Index k. € B erfolgt nach der Quotientenregel mittels Tableau. In der zuvor
ausgewahlten Spalte j. — die also zuoberst mit einem negativen Eintrag to ;, beginnt — betrachte
die positiven Eintrdge t;;, > 0. Falls keiner positiv ist, ist die Losung inff}M = —00 —
Abbruch

Andernfalls dividiere fur Zeilen j, in denen t;;, > 0 gilt, den entsprechenden Eintrag von xg
in der rechten Spalte, also t;j;, 1, durch eben diesen positiven Wert. Bestimme dann die Zeile
j« =], fur die der Quotient tj,n+1/t; ;, minimal wird.

@ Nachdem man j, und k., fur die der Basiswechsel durchgefiihrt werden soll, ermittelt hat,
muss der eigentliche Basiswechsel im Tableau durchgefiihrt werden. Gehe dazu wie folgt vor:

— In der j.-ten Spalte muss aus dem Vektor des linken unteren Blocks der Vektor &,
entstehen. Dies geschieht dabei durch elementare Zeilenoperationen. Diese sind per se
erlaubt, da sie lediglich die Nebenbedingung Ax = b dquivalent umformen. Diejenige
Spalte, in der bisher der Vektor €, stand, verdndert sich im Allgemeinen dabei wie
gewiinscht zu einem Nichtbasisvektor, die iibrigen €; verandern sich aber nicht.

—  Was passiert beim Basiswechsel mit der obersten Zeile?
Basisspalten starten mit einem Nulleintrag, das heifst da die j.-te Spalte zur Basispalte
wird, muss tg;, mindestens eine Null enthalten. Man kann sich nun tberlegen, dass man
die oberste Zeile genauso wie die anderen Zeilen behandeln muss, das heif3t mittels
elementaren Zeilenumformungen bei to;, eine Null erzeugt. Die dabei auftretenden
Veranderungen der Eintrage in der obersten Zeile tg; sind genau die richtigen.

Nach dem Basiswechsel muss das Tableau wieder in allen Basisspalten Standardbasisvektoren,
oberhalb derer eine Null steht, enthalten. Diese Struktur darf unter keinen Umstanden verloren

Deshalb sind Umformungen, welche eine Zerstorung der — wie oben beschriebenen — Struktur
mit sich fuhren NICHT ERLAUBT!

Beispiel 1.6: Gegeben sei ein lineares Programm in Standardform mit f(x) = (c,x),Ax =b,x > 0,
wobei

10100 4
¢ =(-3,5,0,00), A=(4 411 1], b=|34
32001 18

Man kann leicht erkennen, dass die Spalten 3, 4 und 5 linear unabhangig sind. Damit bilden sie auch
eine Basis, ob diese aber zulidssig ist, ist noch unklar. Wir betrachten deswegen ( A | b ):

101 00[4N o /10100[4
(Alb)=|441 1 1|3 | —=[02071012
3200118 3200 1/[18
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Wir haben damit die ,letzten” drei Spalten auf die Einheitsmatrix gebracht, erkennen damit xg an
4
. 11 T T g
der — tatsachlich — letzten Spalte | 12 | = ( X3 X4 X5 ) =xg und xy = ( X1 X2 ) =0, womit die
18 A
Basis sogar ist. Wir rechnen nun die restlichen des Tableaus aus.

f(x) = <CN) XN > + < cg )XB> =0,
>/ O\

womit auch —f(x) = 0 folgt. Die reduzierten Kosten werden ebenfalls tiber die bekannte Formel
ausgerechnet, es ist:

T /:1(')\ 1 T
c —cg Az A=(—-3 -5 00 0)

Wir stellen damit das Simplex-Tableau fir unsere Startbasis auf:
1. Basisaustauschschritt:

Wahle eine Spalte j, mit negativen

reduzierten Kosten — diese sind in der '_—3’ -5 0 0 ‘ OR:
obersten Zeile ablesbar — zur Aufnahme o

in die Basis. Hier sind Spalten j. = 1 E 0 0|4 A @
oder j. = 2 moglich. Wir wahlen, aus < 0 2 0 10]12 )

einem uns noch zu bestimmenden 3 2 0 o0 1]|18) ¢ 1833 =6
Grund (siehe Degeneriertheit und ———— -~
Gegenmafinahmen), hier j, = 1. Az Ax XB

Die Quotientenregel liefert dann, dass

Spalte k. = 3 die Basis verlasst.
2. Basisaustauschschritt:

Die j.-te Spalte hat jetzt durch
Zeilenoperationen die Form der k,-ten
angenommen, wodurch sich xg zu

0 3 0 07112 QR: (x1 x4 x5 )T verindert hat.

1 < 0 1.0 0 4 Wahle jetzt j. = 2 zur Aufnahme in die
0 \2y 0 1T 0 12| < 122 = 6 Basis. Die Quotientenregel liefert dann,
0 — 30 6 — 6:2 = dass Spalte k. =5 die Basis Verléiosst. In

der zweiten Spalte ist somit [ 0| zu

1

erzeugen.
3. Basisaustauschschritt:

Die j.-te Spalte hat jetzt durch
Zeilenoperationen die Form der k.-ten

angenommen, wodurch sich x3 zu _

S 00 9/2 0 5227 OR:
(x1 X4 xz) verandert hat.
Wihle jetzt j, = 3 zur Aufnahme in die 10 ( 1 Y 0 0|4 — 4+1 = 4
Basis. Die Quotientenregel liefert dann, | o 0 — 1! 6 ~ 6 _3 = @
dass Spalte k. = 4 die Basis Veorléisst. 0 1 _3/2‘ 0 13 < negativ. X
In der dritten Spalte ist somit | 1| zu

0

erzeugen.
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Die j.-te Spalte hat jetzt durch
Zeilenoperationen die Form der k.-ten
angenommen, wodurch sich xg zu

000 3 1 |3

1 0 0 < 1 ( X1 X3 X2 )T verandert hat.

0 01 _1 2 {3 5 Da die oberste Zeile nur Eintrage > 0
S (sprich echt grofler null besitzt), ist der

010 12 0 6

Algorithmus am Ende angelangt. Bilde
nun keine reduzierten Kosten mehr.
ein Minimum von f(x) = —36 . XX

Es ergibt sich eine Optimalstellex=(2 6 2 0 0 )T un

Definition 1.23 (Degeneriertheit)

Eine zulassige Basislosung x, bei der mehr als (n —m) Elemente null sind, heifle degeneriert.
Ein lineares Programm heifle nicht degeneriert, wenn keine degenerierte zuldssige Basislosung
existiert.

Im Allgemeinen gilt, dass fur nicht degenerierte lineare Programme der Wert der Zielfunktion
wiahrend der Simplexiteration streng monoton fallend, womit jede der (TT:L) -vielen Basislosungen

hochstens einmal angelaufen werden kann. Dies ist auch im schlimmsten Fall das Terminationsmaf3,
im Durchschnitt ist das Verfahren aber deutlich schneller.

Bei degenerierten linearen Programmen kann es passieren, dass der Algorithmus das , Kreisen“
anfangt, das heif3t er zyklisch immer wieder die gleichen Basen durchlauft — die allesamt dieselbe
Polyederecke reprasentieren. Man mag meinen, dass degenerierte lineare Programme eher die
Seltenheit sind, aber vor allem in Anwendungsbereichen finden sich solche Programme haufiger.
Eine Strategie zum ,nicht kreiseln lassen ist es von allen moglichen Indizes j. und k., immer
den kleinsten auszuwihlen. Damit gilt auch obiges Terminationsmafd fur degenerierte lineare
Programme.

1.6.3.2 Schritt 1 des Verfahrens

Was bislang noch gefehlt hat, ist das Finden eines geeigneten Startwerts, also einer beliebigen
zulassigen Basislosung. Dies ist im Allgemeinen auch nicht trivial machbar, es sei denn man mochte
alle moglichen Basislosungen durchprobieren. Vorneweg sei ein extrem einfacher Fall noch erwahnt.
Sollte die allgemeine Form des linearen Programms nur Ungleichungsnebenbedingungen enthalten,

so bilden immer die Schlupfvariaben aus Verfahren|1.2, Schritt @ eine zuldssige Basis.

Man mag sich fragen, warum die Schlupfvariablen immer eine zuladssige Basis bilden. Die
Begriindung liegt auf der Hand, denn fir Schlupfvariablen ist Az = E,, und x¢ = A%l b=E,b=
b > 0.

OBdA. sei nun b > 0, wie findet man nun einen geeigneten Startwert im allgemeinen Fall maglichst
effizient?

Wir betrachten dazu zum gegebenen linearen Programm in Standardform das Folgende
Hilfsproblem:

Suche x € R™,x € R™, so dass

—~ m
fx,X) =) x4 —min,
i=1 p
so dass Ax+Emx = b, (LP)
und X > 0,
und X > 0 .

Fur das Hilfsproblem kann man jetzt problemlos eine zuldssige Basislosung angeben,
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Wihle dazu einfach xg = X und XN = x. Mit xyy := 0 folgt dann x5 =b > 0 und damit ist die Basislosung
auch zuldssig. Ganz nebenbei hat (LP) iibrigens immer eine Losung: Obige zuldssige Basislosung zeigt, dass die
zulassige Menge definitiv nicht leer ist und aufgrund der Form von fistinff ‘ M = —oo offensichtlich unmaoglich.

sowie folgt aus der Losung von (| 1ne zuldssige Basislosung fiir das eigentliche Problem.

Wie ermittelt man aus (x,X) von (-D einen Startwert von unserem eigentlichen linearen Programm? Wir
betrachten zwei Fille:

Fall 1: f(x,X) >0, Y_:X; > 0 und Ax+X = b, so ist die zulissige Menge leer und es gibt keine Losung zum
linearen Programm. Denn angenommen sie wire nicht leer, so gabe es ein x,. mit Ax, =b und x,. > 0.
Mit x, =0 gilt dann (x.,X,) € M und F(x*,i*) =) xi=0< ?(x,i, was einen Widerspruch zur
Optimalitat darstellt.

Fall 2: £(x,X) = 0 und Ax+X = b mit x > 0. Folgender Schluss ist dann miglich. Da Y_; X; = O folgt unmittelbar,
dass Vi:xiy =0, also Ax = b mit x > 0, was bedeutet, dass x ein zuldssiger Punkt ist und die zuldssige
Menge von unserem urspriinglichem linearen Programm nicht leer ist.

Eine der letzten nun noch offenen Fragen um den Simplexalgorithmus ist, um das ursprungliche
lineare Programm starten zu konnen, man neben der Angabe des Startwertes x auch noch die
Indexmengen B,N C {1,...,n} herausfinden musste. Auch das ist jedoch kein Problem. Der

Endzustand (x,Xx) unseres angepassten linearen Programmes enthalt m Basisspalten. Die
Basisspalten sind im Allgemeinen tuber sowohl x als auch x Verteﬂt. Es kann also sein, dass im
x-Block weniger als m Basisspalten enthalten sind. Ubernehme fiir den Startwert von unserem
linearen Programm nun alle Basisspalten des x-Blocks. Sind das weniger als m, so flige sukzessive
solche Spalten von den x hinzu, so dass die m sich ergebenden Basisspalten linear unabhangig
sindﬂ Die dabei tibriggebliebenen n — m Spalten sind die Nichtbasisspalten. Da diese Spalten auch
in unserem modifizierten linearen Programm Nichtbasisspalten waren, ist dafiir gesorgt, dass
XN = 0.

Der hier beschriebene Simplexalgorithmus (Verfahren ist ein ZWEI-PHASEN-ALGORITHMUS.

In Phase I wird — mittels einem Tableau fur (LP) — ein Startwert fiir Phase II ermittelt, in welcher
dann das lineare Programm mittels Tableau gelost wird.

Wir schlieSen damit unsere Einfuhrung in die lineare Optimierung ab, das nachste Kapitel
beschaftigt sich mit dem Finden von Losungen von Gleichungen der Form f(x) = x und schlief3t mit
zwei numerischen Verfahren zum Losen von linearen Gleichungssystemen ab.

3Die funktioniert nach dem Basisergianzungssatz, den wir in Mathe C1 bereits kennengelernt haben, immer. Der
Basisergdnzungssatz sagt effektiv aus, dass wenn man ein Erzeugendensystem eines Vektorraumes hat und darin ein
Teilsystem von linear unabhéangigen Vektoren, man dieses Teilsystem durch Hinzunahme weiterer Vektoren aus dem
gegebenen Erzeugendensystem immer zu einer Basis machen kann.
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1.7 Fixpunktiterationen

Nach den Optimierungsproblemen der letzten Kapitel soll es jetzt um Gleichungen der Form
f(x) =x

mit einer beliebigen Abbildung f € Abb(M,M), wobei M # () gehen. Wir wollen erkennen,
wann solche Gleichungen eindeutig bestimmbare Losungen besitzen und unsere Ergebnisse auf
das Nullstellenproblem uibertragen. Wir werden dazu das aus dem zweiten Semester bekannte
NewTtoN-Verfahren anders herleiten und interpretieren, sowie zum Abschluss des Kapitels der
Analysis zwei numerische Verfahren kennenlernen, mit denen wir lineare Gleichungssysteme
schneller und effizienter 16sen konnen. Wir wollen uns in diesem Zusammenhang ebenso mit
den Konvergenzeigenschaften dieser Verfahren naher befassen. Fangen wir zuerst aber mit den
grundlegenden Definitionen an.

1.7.1 Grundlegendes und der Fixpunktsatz von Banach

Definition 1.24 (Norm — Wiederholung aus C1)

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||-|| € Abb(V,K) heile Norm genau dann, wenn fir alle
v,u € Vund A € K die folgenden Eigenschaften erfullt sind:

L fv|=0 3. [[Avll = IALvll

2. [v[=0&v=0 4 v+ ufl < I+ {fuf

Definition 1.25 (Fixpunkt)
Sei M # ) und ® € Abb(M, M) eine Abbildung. Ein x € M, das den Zusammenhang

D(x)=x (1.13)

erfiille heifSe Fixpunkt von @.

Wir betrachten also eine Abbildung @ : M — M. Sei M C V, wobei V ein normierter Vektorraum ist.
Wir betrachten fiir einen Startwert xo € M eine rekursiv definierte Folge
Xna1:= D (xn), (%)

und stellen uns die Frage, was der Grenzwert der Folge sei. Aussage dartuber verschafft der folgende
Satz:
Satz 1.20 (Fixpunkt)

Falls die oben definierte Folge (xn)nen konvergiert mit limx,, := x, und © stetig sei, so ist der
n

Grenzwert x, immer ein Fixpunkt von O.

D (xy) = x4

Beweis: Zu zeigen ist hier die Fixpunkteigenschaft des Grenzwertes. Aufgrund der Stetigkeit, existiert
nach dem Epsilon-Delta-Kriterium ein € und ein §, so dass, fur ein x € V mit ||x —x.|| < § gilt

[@(x:) = D(x)] < e.

Wegen der Konvergenz von der Folge gilt dann, dass ebenso ein ng € N existieren muss, so dass fir
alle n, die echt grofler als ny sind gilt, dass ||®(x,) — @ (xn)|| < § und [[xn—1 —x4|| < 5. Damit gilt
dann:

+o=¢

N| ™

1@ (%) = x| = 1@ (%) = Xmp1 4 X1 = Xl | S | Q%) = Xmpr |+ [ =% <
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Ist die Folge nun konvergent, so folgt |®(x.) —x.|| = 0, was nach dem vierten Normaxiom nur
bedeuten kann, dass @ (x,) —x. =0, woraus die Behauptung direkt abzulesen ist. O

Definition 1.26 (Fixpunktiteration)

Sei ® € Abb(M,M) mit M C V, wobei V ein normierter Vektorraum ist und xy € M. Die
Berechnung

Xnt1 = D (xn) ()

heile Fixpunktiteration.

Die Fixpunktiteration hat ihren Namen daher, dass wenn @ stetig ist und die Fixpunktiteration
konvergiert, so der Grenzwert immer ein Fixpunkt von @ ist. Wir wollen uns jetzt mit der Frage
beschaftigen, wann Fixpunktiterationen uberhaupt konvergieren. Ein wichtiges Kriterium dafur ist
der Bachach’sche Fixpunktsatz, auf den dieses Kapitel hinzielen mochte. Eine Voraussetzung dafiir
sind sogenannte Banachraume. Diese sollten aus C1 bekannt sein, wir wiederholen sie an dieser
Stelle aber nocheinmal.

Definition 1.27 (Vollstindigkeit, Banachraum)

Ein normierter K-VR (V, ||-||) heifle vollstindig genau dann, wenn jede Cauchyfolge in V gegen
ein Element in V konvergiert.

Ein Vektorraum heifle Banachraum genau dann, wenn er normiert und vollstandig ist.

Ein Banachraum, dessen Norm durch ein Skalarprodukt erzeugt wird, heifle Hilbertraum.

Es ist leicht zu sehen, dass R™ beziiglich einer jeden Norm ein Banachraum ist. Mit der ||-||,-
Norm ist er sogar ein Hilbertraum.

Ein weiteres interessanteres Beispiel sind Funktionenrdume wie beispielsweise V — {f €
Abb([a,b],R), f ist stetig }. Betrachten wir V zusammen mit der Maximumsnorm |||| o, so ist
der Raum vollstindig. Betrachteten wir ihn mit der ersten Norm

b
I, :=J|f(x)|dx

, 0 ist der Raum kein Banachraum, aufgrund von fehlender Vollstandigkeit. Man betrachtete
dazu einfach die Funktionenfolge

1 ,x <0
0 ,sonst

1

n

Wir wissen aus dem zweiten Semester, dass jedes f, hier zwar stetig ist, aber die Grenzfunktion
nicht. Dennoch ist f, eine Cauchyfolge bezuglich der ||-||;-Norm.

Ein anderes Beispiel sei mit L'([a,b]) = {fEAbb a,bl, Hlf ldx < oo}. Mit dem

normalen Riemannintegral, welches wir in C2 naher kennengelernt haben, existieren auch
hier Grenzfunktionen, die nicht im Raum liegen, wie beispielsweise die Dirichletfunktion.
Nimmt man anstatt der Riemannintegrale allerdings die Lebesgue’schen Integrale, so ergibt
sich — interessanterweise — ein vollstandiger Raum, sogar ein Banachraum. Es ist sogar ein
Hilbertraum unter Verwendung eines bestimmten Skalarproduktes moglich.

Nun zurtck zur Frage, wann und unter welchen Bedingungen Fixpunktiterationen konvergieren.
Man kann sich graphisch uiberlegen, dass die ,Steilheit” von @ dabei eine Rolle spielt. Wir definieren:
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Definition 1.28 (Kontraktion)

Sei (V,]|-]|) ein R-Vektorraum, M C V und ® € Abb(M, V). Wir sagen @ heifle Kontraktion
genau dann, wenn eine Konstante 0 < k < 1 existiert, so dass fur alle x,y € M gelte, dass

[©(x) = D(y)[| <k[x—yl. (K)

Eine Konstante k, welche diesen Zusammenhang erfullt, heifSt auch Kontraktionskonstante von
d.

Anschaulich bedeutet es, wenn @ eine Kontraktion ist, dass die Bilder von @ naher beieinander

liegen als die Urbilder von ®.

Korrolar D1.28 (Stetigkeit)
Eine jede Kontraktion ist stetig.

Das in Definition definierte Kriterium fiir Kontraktionen (K) ist nur sehr umstandlich zu
uberprufen. Folgender Satz vereinfacht dieses Kriterium, schrankt aber gleichzeitig auch unsere
Auswahlmenge an Funktionen ein:

Satz 1.21 (Kontraktionskriterium)

Im Fall V =R ist fur die Kontraktionseigenschaft hinreichend, dass f differenzierbar ist mit

k. := sup |[f'| < 1. k, ist dann Kontraktionskonstante von ®.
XeM

Beweis: Der Mittelwertsatz fur ® € Abb(M,R) mit M C R ergibt, dass fur allex,y e Mein e M
existiert, so dass @ (x) — ®(y) = D'(&) - (x —y). Daraus folgt, dass

@ (x) = @(y)l = [ ()] - x —yl < sup |D(2)'] - [x —yl.
zeM

Man erkennt nun leicht, dass @ genau dann eine Kontraktion ist, well sup |®(z)’| < 1 ist, womit die
zeM
Behauptung gezeigt ist. [

Es ist sicherlich auch moglich Satz auch auf V =R"™ anzupassen, dann hief3e die Bedingung

sup ||df(x)|| < 1. In diesem Fall ist es aber notwendig zu spezifizieren, welche Matrixnorm man
xeM
verwendet und uberhaupt Normen auf Matrizen ersteinmal zu definieren.

Wir kommen nun zu einer Art ,,Hauptsatz in unserem Kapitel iiber Fixpunktiterationen, dem
Fixpunktsatz von Banach. Mit ihm wollen alles, was wir bislang tiber Fixpunkte und ihre Iterationen
gelernt haben zusammenfassen um eine moglichst allgemeine Aussage uber die Konvergenz von
Fixpunktiterationen zu treffen.

Satz 1.22 (Fixpunktsatz von BANACH)

Sei (V,]|-]|) ein Banachraum und sie ) # M C V eine abgeschlossene Teilmenge von V. Sei
® € Abb(M, V) selbstabbildend, sprich ®(M) C M, sowie eine Kontraktion. Dann hat ® genau
einen Fixpunkt x, € M und x, ist Grenzwert der Folge , wobei xp € M beliebig ist.

Sei k zudem noch eine Kontraktionskonstante von @, so fallt der Approximationsfehler in jedem
Iterationsschritt um mindestens den Faktor k, also

IIxne1 —x«|| < k||xn —x«|| damit auch [|xn — x| < k™ ||xo — x«||

Beweis: Wir sehen schnell, dass ausgrund der Selbstabbildungseigenschaft von @ die Folge (xy),
Xni1 = @ (xn) mit einem xy € M, wohldefiniert ist. Sei also nun xy € M wohldefiniert ist. Sei also
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nun xg € M. Nachdem ® kontrahierend ist, muss ein A € [0,1), so dass fur alle x,y € M gilt, dass
[®(x) = DY) <A-[[x—yll.

Mit Kombination dieser Eigenschaften folgt:

||Xn+1 _XnH = ||®(Xn) - (D(Xn—l)”
<A I —xn1]| =A-[|[D(xp—1) — P (xn_2) ||
<7\2‘ Hxn_xn—1H :}\2' Hq)(xn—l)_q)(xn—Z)H

<A™ [ —xoll

Diese Ungleichung ist auch der Grund fiir die obige Fehlerabschatzung. Unter Verwendung der
Dreiecksungleichung und dem vorherigen Resultat gilt fir 0 <n < m, dass

[xm —Xn |l < [IXm —Xm—1l[ 4+ + [[Xn41 —xn ]
KA Ixg — x| 4+ -+ - + A ||x1 — 0|
m—1-n )
=AY A g = x|
i=0
(%) ] —Am
=AY —— X — X
T I =l
AT — AT AT
=55 I =%l < 3= I =xoll,

wobei an der Stelle (x) der Grenzwert der geometrischen Reihe verwendet wurde, da 0 < A < 1 ist.
Unter der Voraussetzung, dass man ny(e) € N\{O} nun so wahlt, dass fir alle ¢ >0

Anol(€)
1—A

X1 —xol| <e

gilt, so ist (xn) eine Cauchyfolge. Da M eine Teilmenge des — insbesondere vollstindigen —
Banachraums (V, ||-||), besitzt (xn) genau einen Grenzwert x,. € M, da alle x; € M und M abgeschlossen.
Da @ als Kontraktion stetig ist (siehe Korrolar[D1.28), gilt, dass der Grenzwert der Fixpunktiteration
der Fixpunkt sein muss: ®@(x;) = x,. Dieser ist dann sogar eindeutig. Denn angenommen er wére es
nicht, das heifit es gabe ein X € M mit X # x., aber ®(x) =X, dann gilt:

X =%l = 10 (%) = @O <A~ [ = x| < [Ix =]

da @ eine Kontraktion ist und somit A < 1. Dies fithrt aber genau zu einem Widerspruch, aus
welchem dann folgt, dass x. einzelner, eindeutiger Fixpunkt der Kontraktion O ist. ]

Satz ist ,konstruktiv, damit erklart er insbesondere auch den Weg zum Fixpunkt und
nicht nur Existenz oder Eindeutigkeit.

Falls M = V, so ist sowohl die Eigenschaft der Abgeschlossenheit, als auch die

Selbstabbildungseigenschaft trivialerweise erfiillt.
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1.7.2 Zusammenhang zwischen dem Nullstellenproblem und dem
Newton-Verfahren

Eine bislang noch unbeantwortete, aber durchaus berechtigte, Frage ist die Motivation fiir Fixpunkte.
Hier lassen sich die verschiedensten Punkte anfuhren, wie zum Beispiel das Anwenden auf
Nullstellenprobleme, die wir in diesem Kapitel behandeln werden, andererseits kann man Fixpunkte
und Fixpunktiterationen als Grundlage von Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme
verwenden — was wir in Kapitel sehen werden — und ebenso konnen sie die Grundlage fiir den
ein oder anderen Beweis darstellen, was bereits in dem Kurzbeweis zu Satz geschehen ist und
auch noch an anderer Stelle — beim Beweis des Satzes[2.12]— deutlich gemacht wird. Beschrianken
wir uns an dieser Stelle aber erstmal mit normalen Nullstellenproblemen. Wir definieren das
Nullstellenproblem wie folgt:

Definition 1.29 (Nullstellenproblem)

Sei f € Abb(R,R) gegeben und stetig — gegebenenfalls sogar stetig differenzierbar. Gesucht ist
ein/das x4 € R mit f(x,) =0.

Wir wollen nun dieses Problem in ein Fixpunktproblem umwandeln. Es ergibt sich:

Definition 1.30 (Das Fixpunkt basierte Nullstellenproblem)
Fur vorgegebenes f € Abb(R,RR), suche ein ® € Abb(R,R), so dass

f(x) =0 <= O(x) =x,

das heif3st x, ist Nullstelle von f genau dann, wenn x. ein Fixpunkt von @ ist.

Die in Definition[1.30|gestellte Aufgabe mag auf den ersten Blick nahezu trivial erscheinen, so es
doch viele solcher ®-Funktionen gibt, die die obige Bedingung auch tatsachlich erfiillen. Unser
eigentliches Ziel ist es jedoch ein @ zu finden, das obiger Bedingung gentigt und gleichzeitig
noch eine Kontraktion ist.

Man mag sich wundern, warum wir eine Kontraktion suchen, dabei muss man nur einen Blick
in Satz[1.22|werfen, in dessen eine Kontraktion zu den vielen Voraussetzungen zahlt. Wir wollen
hier auch Satz[1.22]anwenden, da wir letztenendes ja das Problem l6sen wollen und dies —fiir
uns zumindest — nur mit einer Kontraktion auf die wir den Fixpunktsatz von Banach anwenden
konnen gelingt.

Veranschaulichung

Um Definition zu erfiillen, addiere x auf beiden Seiten. f(x.) + X+ = x, ist das

Fixpunktproblem von ®(x) := f(x)+x. Wir rechnen — gemaf Satz - @'(x) =f'(x)+1. Damit
® eine Kontraktion ist, muss @’ in einer gewdhlten Umgebung M, in der f selbstabbildend
ist, betragsmaflig echt kleiner als 1 sein. Wir erkennen, dass dies nur auf wenige Funktionen f
zutrifft.

Ebenso ist —f(x,) + x. das Fixpunktproblem zu ®(x) := x — f(x). Auch hier bestimmen wir
|®'(x)] = |1 —1'(x)|. Es muss dann |®'| < k < 1 fur ein k € [0,1) in einer selbstabbildenden
Umgebung K. (x.) gelten.
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1.7.2.1 Allgemeiner Ansatz I: Multiplikation mit einer Konstanten A

Der erste Ansatz an eine Kontraktion ® zu kommen ist ahnlich dem Beispiel oben:

Definition 1.31 (,,Erweiterung” des Fixpunktbasierten Nullstellenproblems)

Multipliziere, fur ein f € Abb(RR,R) mit f(x) =0 zunadchst mit einem A # 0 und addiere dann x.
Wir erhalten damit:

f(x) =0<=x+A-f(x) =x
O (x)
—: X

Damit @ eine Kontraktion ist, muss gelten, dass in K¢(x.) [®'| = [T+Af(x)] < k < 1 mit
selbstabbildenden Umgebung K (x.). Damit liegt es nahe das A wie folgt zu wahlen:

denn dann ist zumindest ®’(x,) — 0 und wenn f’ und damit auch @’ stetig ist, ist |®’(x)| auch in der
Umgebung um x, kleiner als 1. Das einzige Problem hierbei ist, dass x. bei der Bestimmung von A a
priori nicht bekannt ist. Wir wahlen deswegen eine Naherung anstatt.

Beispiel 1.7: Es soll eine Nullstelle x, von f(x) := x? — 8 berechnet werden. Das Nullstellenproblem
fur f ist dquivalent zum Fixpunktproblem fiir @ (x) :=x + Af(x) mit A # 0. Wahle fir A also _f’(]T*)’

sprich eine Naherung an die Nullstelle. Wir schatzen f(3) ~ 0. Wahle also A = —%. Damit sieht unser
Fixpunktproblem wie folgt aus:

x2—8
D(x)=x—
(x) =x c
Wir iterieren also:
9— _
X1:®(Xo):3—TS :2,83
22
x) =D (x1) =2,83— W ~ 2,828707
x3 = D (x2) ~ 2,828442929

Im Vergleich dazu der exakte Wert x, = v/8 ~2,828427125....

Wir vermuten aufgrund der sinkenden Differenz zwischen x,, und x,, dass die Folge (x) gegen die
gesuchte Nullstelle von f konvergiert. Wir wollen dies nun mathematisch korrekt unter Verwendung
des Banach’schen Fixpunktsatzes (Satz zeigen.

Wir uiberprifen dazu Schritt fur Schritt die Vorasussetzungen des Satzes:

* V=R, (V,|-||) ist Banachraum, da R vollstindig und normiert v’

e SeiM=[2,3. M# 0 und M C V=R, und M ist abgeschlossen v/

* Fir M = [2,3] ist ®'(x) =1—3, also ®'(3) =0 < @' < % = @’(2). Damit ist ® monoton
fallend auf M, weswegen gilt: M 35 @(2) = 2% < O(x) " < D(3) = 2% € M, woraus die
Selbstabbildungseigenschaft folgt. v*

e Da®’(x)= —%, ist @’ ist damit monoton steigend auf M, somit ist sup |®’(x)| = % =k<1,®
xeM
ist Kontraktion mit Kontraktionskonstante k = % v

Damit muss @ gegen die gesuchte Nullstelle konvergieren.
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Wir ermitteln zum Schluss noch den Approximationsfehler:

n Xn |Xn - X*|

0 3 0,17157

1|2,833333333 | 0,00490622

2| 2,828703703 | 0,000276578
3| 2,828442929 | 0,000015804
4 | 2,828428028 | 0,000000900

= V8 =ix, -0
Wir erkennen, dass der Appoximationsfehler durch k beschrankt ist. /

Wir waren dieses Mal in der Lage, rigoros zu uberprifen, dass fiir die von uns konstruierte
Fixpunktiteration die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach erfullt sind. Dazu haben
wir ein M C R mit ® € Abb(M, M) angegeben, so dass die Kontraktionskonstante von Phi echt
kleiner eins war. Wichtig ist hier vor allem die richtige Wahl von M, denn auf M =R ware ©
sicher keine Kontraktion.

In der Praxis mag es nicht immer — so einfach — moglich sein die Kontraktionseigenschaft
nachzuweisen oder ein konkretes M anzugeben. Man kann natiirlich auch darauf verzichten,
dann bleibt aber die Unsicherheit, wie der Startwert genau zu wahlen ist ...

Konvergezgeschwindigkeit Laut Theorie fallt der Fehler pro Schritt um den Faktor k. Wie eben
aber schon angemerkt, kann es unter Umstanden relativ schwer sein dieses k zu berechnen — auch
wegen der Voraussetzung an ein bekanntes M. Wir konnen jedoch — a posteriori — leicht eine
,asymptotische Kontraktionskonstante“ k, := ,®’(x,)“ angeben, die im Grenzwert x, — x, die
Fehlerreduktion beschreiben sollte, sofern ® € @' versteht sich. Wir definieren deswegen wie folgt:

Definition 1.32 (Kontraktionskonstante und asymptotische Kontraktionskonstante)
Flr ein stetig differenzierbares ® € Abb(M,R) mit M C R und einem Fixpunkt x, € M heifle

k :=sup
xeM

die Kontraktionskonstante.
Des Weiteren heif3e bei gleichem @, M und x.

k*:|®'(x*)|

die asymptotische Kontraktionskonstante. Dabei ist k, < k.

Erlduterung 1.32
Es gilt k. < k.
k gibt an, um wieviel sich der Fehler pro Iterationsschritt x, ;1 := ®(x,) mindestens verringert:

Xnp1 =Xl <K-[xn — x4

k. hingegen gibt — bei hinreichend groflem n mit x, ~ x, — im Allgemeinen einen besseren
Schatzwert fir die zu erwartende Fehlerreduktion pro Iterationsschritt ab:

’Xn—i—] — X R Ky - X — X4
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Bei unserem Beispiel ware k., = ’(D’(\/g)‘ =1- %\/g R ]7]—5 In der Tat fallt der Fehler von x; auf x;,

x7 auf x3 und x3 auf x4 um ziemlich genau den Faktor k.. Lediglich der Startwert ist zu weit von x.
entfernt, hier ist k. nicht giltig.

1.7.2.2 Allgemeiner Ansatz II: Multiplikation mit einer Funktion
Ein weiterer Ansatz das fixpunktbasierte Nullstellenproblem zu losen ist die Multiplikation mit
einer vorgegebenen Funktion g. Wir definieren also auch hier:

Definition 1.33 (,,Zweite Erweiterung” des fixpunktbasierten Nullstellenproblems)

Anstatt mit einem A # 0 multipliziere f(x) = 0 mit einer Funktion h € Abb(R,RR, wobei h #0,
und addiere anschliefSend den Linearterm x.

f(x) =0<=x+h(x) - f(x) =x
=0(x)

Damit ist das Nullstellenproblem aquivalent zum Fixpunktproblem mit @ (x) :=x+h(x)-f(x) .

Um eine moglichst gute Konvergenz zu erhalten, minimieren wir k,:

ki = {(D/(X*)‘ =11 +h/(X*) f(X*)+h(X*) ~f/(X*) = ‘1 —|—h(X*) f,(X*){
S~

=0
Wir sehen k, wird minimal — sprich nimmt den Wert null an — genau dann, wenn h(x.) = —#X*).
Wir wahlen deshalb: :
h —

(X’) f/(X) )

somit ist f(x)
X
D(x) =x —

(x) 70x)

Unsere Iteration lautet damit:
f(xn)

Xni1 = O(xn) =xn —

' (xn)

Diese kennen wir so bereits aus dem zweiten Semester, als wir das Newton-Verfahren kennengelernt
haben. Wir rekapitulieren und erweitern unsere Verfahrensdefinition aus C2:

Verfahren 1.4 (Das Newton-Verfahren als Fixpunktiteration)
Das Newton-Verfahren

f(xn)
B /' (xn)

zur Bestimmung einer Nullstelle x, von f ist eine Fixpunktiteration, und zwar fur die Funktion

Xn+1 = Xn

f(x)

(D(X) =X TX)

Die asymptotische Kontraktionskonstante ist hierbei 0.

Beispiel 1.7 (Fortsetzung): Sei f wieder wie oben, unser ® bestimmt sich dann durch

1 4
(D(X) = EX—F;
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Die Fixpunktiteration durch Newton liefert:

Xn Xn — X«

3 1,7157-107"
2,8333333333333333333 | 4,90621-1073
2,8284313725490196078 | 4,24780-107°
2,8284271247293798213 | 3,18972-107 12
2,8284271247261900976 | 1,79859 - 10~

s hwiN—=ol3

Wir erkennen hier:

Das Newton-Verfahren hat eine Fehlerreduktion der Form ||x, 11 —x«|| & ¢ - ||xn —x*||2, sollte
man f € €2 und f'(x,) # 0 voraussetzen.

Auch diese Erkenntnis haben wir im zweiten Semester aus dem Newton-Verfahren gezogen. Wir
definieren deswegen ebenso:

Definition 1.34 (Lineare und quadratische Konvergenz)

Sei (xn) C (V,||-||) eine Folge mit Granzwert x, € V und V sei normiert. Das Verfahren heifle ...

linear konvergent genau dann, wenn fiir ein k < 1 der Zusammenhang [x, —x.| < k-
[xn_1 — X4 erfullt ist.

quadratisch konvergent genau dann, wenn fiir ein ¢ > 0 der Zusammenhang ||x, — x| =
C - [|xn_1 — x4 ||* erfiillt ist.

An dieser Stelle folgt nun ein abschlielender Satz dieses Kapitels, hier an dieser Stelle allerdings
ohne Beweis, eine Beweisidee sei mit dem Satz von Taylor genannt:

Satz 1.23 (Hinreichendes Kriterium fiir quadratisches Konvergenzverhalten)

Eine Fixpunktiteration sei mindestens quadratisch konvergent genau dann, wenn die
asymptotische Kontraktionskonstante k, gleich null it.

Fixpunktiterationen sind also im Allgemeinen — sofern die Voraussetzungen des Satzes|[1.22
erfillt sind — linear konvergent, das heifst der Fehler reduziert sich pro Iterationsschritt
mindestens um die Kontraktionskonstante k. Als gute Naherung fiir die Fehlerabschatzung
kann - bei hinreichender Nahe zu x, — auch die asymptotische Kontraktionskonstante k.
verwendet werden.

1.7.3 Verallgemeinerung des Newton-Verfahrens auf den R™

Wir sehen in der Praxis haufig nichtlineare Gleichungssysteme, die zu 16sen sind. Beispiele hierfiir

haben wir bereits in Kapitel |1.1|mit Vf £ 0 oder 1.2/ mit dem Lagrangeformalismus gesehen. Wir
wollen nun allgemein solche Systeme beschreiben und uns dann ein numerisches Verfahren zur
Losung ebendieser Systeme uiberlegen.

Definition 1.35 (Nichtlineares System)

Sei f € Abb(R™,R™). Wir sagen zu der Gleichung

sie sei ein nichtlineares System aus m Gleichungen, wenn jede Komponente aus f eine dieser
Gleichungen beschreibt.
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Definition beschreibt damit ein Nullstellenproblem im R™. Wir wollen auch in diesem Fall ein
Newtonverfahren herleiten.

Moglichkeit 1 — Linearisierung Wir argumentieren ganz analog wie im zweiten Semester.
Verwenden wir die Taylorentwicklung um x = x,,. Die aktuelle Iterierte sei damit

fix)= Talx) + fr(&)
S~—~— S~~~
— Linearisierung ~ — Restterm

= f(xn) + (I (xn)) - (x —xn) + fr(E)

Statt f(x) setzen wir nun die Linearisierung gleich null und erhalten damit einen Naherungswert,

der die neue Iterierte wird, also T(xn11) £ 0. Ist nun df(xn) invertierbar, so folgt:

Xn1 = Xn — [IF(xn)] 7 £(xn)

Moglichkeit 2— Modellierung als Fixpunktproblem Das Nullstellenproblem fiir f ist dquivalent
zum Fixpunktproblem fir

O (x) :=x — [FF(x)] (%),

vorausgesetzt das Inverse von Jf(x) existiert. Das heifit: ®(x) =x < f(x) =0
Damit ergibt sich die zugehorige Fixpunktiteration:

Xn+1 = O (xpn) =%n — [3f(xn)]7]f(xn)

Wir definieren damit das Newtonverfahren im R™ wie folgt:
Verfahren 1.5 (Newtonverfahren im R™)

Sei f € Abb(R™,R"™) € (D) und es sei die Jacobimatrix Jf(x) invertierbar fiir alle x € R™. So
lautet das Newtonverfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von f:

Xn+1 :=Xn — [Hf(Xn)]71 : f(xﬂ.)

Das Verfahren ist — wie im skalaren Fall — lokal quadratisch konvergent.

Definition 1.36 (Lokale quadratische Konvergenz)

Es existiere eine Umgebung U, (x,) um x, derart, dass wenn der Startwert xp € U¢(x.) aus
ebendieser Umgebung gewahlt sei, das Verfahren dann quadratisch konvergent heif3e.
Lokal ist in diesem Fall dann tatsachlich als Umgebung zu verstehen.

Man kennt im Allgemeinen U, respektive die Grofie von U, nicht oder hat nur sehr schwere,
sehr rechenaufwandige Formeln fur sie.

Man kann die in Verfahren getroffene Voraussetzung an die Invertierbarkeit von Jf wie folgt
abschwachen:

* Ein erster Gedanke ist, dass es per se ersteinmal reicht, wenn Jf(x) nur fir alle
x aus der Umgebung U(x.) der Nullstelle invertierbar ist. Die lokale quadratische
Konvergenzeigenschaft bleibt so erhalten.

* Es reicht sogar, da Jf € @', dass Jf(x.) invertierbar ist, um auf lokale quadratische Konvergenz
in einer Umgebung U, (x.) zu schliefSen.



48 1.7. FIXPUNKTITERATIONEN

Wie invertiert man die Jacobimatrix effizient? FEine sich jetzt noch der Effektivitatssteigerung
bemiihte Frage wire die effiziente Invertierung der Jacobimatrix Jf. Die Antwort auf die Frage
ist das Auslassen eines jeglichen Invertierschrittes. Dies ist moglich, da es reicht ein lineares
Gleichungssystem zu losen, um den Newtonschritt durchzufithren. Wir schreiben dazu die
Iterationsvorschrift um zu

() (xn) - (Xn11 —xn) = —f(xn)
Wir fithren dann die Hilfsgrofle Ax mit der Eigenschaft Ax =xy1 —xn ein und erhalten somit:

Verfahren 1.6 (,,Effizienteres” Newtonverfarhren im R™)

@ Lose das lineare Gleichungssystem (Jf)(xn) - Ax = —f(xn)

@ Setze Xn11:=%xn +Ax

1.7.4 Fixpunktverfahren fiir Gleichungssysteme

Wir kennen bereits ein — allgemeingiiltiges — terminierendes Verfahren zum Losen von linearen
Gleichungssystemen. Man stellt sich also jetzt die Frage, warum es numerische Verfahren fir ein
solches — in unseren Augen — trivial erscheinendes Problem gesucht werden. Wir geben an dieser
Stelle zwei Motivationspunkte:

@ Das Gauf3verfahren hat eine Laufzeitkomplexitat von O(n3), wie wir im ersten Semester
festgestellt haben, und hat damit unter Umstinden fUr manche — haufig in der Praxis
vorkommende — lineare Gleichungssysteme einen vergleichsweise hohen Rechenaufwand.
Numerische Verfahren konnen hier unter Umstidnden schneller sein.

@ Der sogenannte Ausléschungseffekt kann auftreten.
Durch die Verwendung von Gleitkommazahlen, welche dem Informatiker aus verschiedenen
Veranstaltungen bereits bekannt sein sollten, werden Zahlen aufgrund der festen Mantisse
mit einem gewissen relativen Rundungsfehler gespeichert. Der Fehler ist urspriinglich die
Anzahl an Mantissenziffern, kann aber durch gewisse Rechenoperationen drastisch erhoht
werden. Man nennt diesen Effekt dann Ausloschung. Wir betrachten dazu folgendes Beispiel
1.8: 16-ziffrige Mantisse

0,7948236243749276—0,7948236243749241 = 0\’§§ q0°M
Fehler von 10—16 Fehler von 10—16 Fehler von 10—2

3K

Der Ausloschungseffekt fuhrt auch zu groflen Problemen beim Losen von linearen
Gleichungssystemen, denn bei groflem n sind derart viele Rechenoperationen notwendig, dass
die Wahrscheinlichkeit eines Ausloschungseffekts sehr hoch ist. Man mag zwar Techniken zur
Reduzierung dieser Wahrscheinlichkeit finden, jedoch gibt es auch lineare Gleichungssysteme,
bei denen durch die nicht entfernbare Ausloschung, die numerisch ermittelte Losung nicht
mal im entferntesten mit der tatsachlichen tibereinstimmt.

Fixpunktiterationen sind, durch die wegen der Kontraktionseigenschaft auftretende Dampfung
eines eventuell auftretenden Fehlers mit einem Faktor k < 1, weniger anfallig fiir grof3e
Ausloschungseffekte.
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Unser Konzept zur Herleitung iterativer Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme Das lineare
Gleichungssystem Ax = b mit A € R™*" soll in ein Fixpunktproblem umgewandelt werden. Wir
verwenden einen ahnlichen Ansatz wie schon in Kapitel Dazu suchen wir uns eine Matrix
M € R™™™, multiplizieren diese mit b — Ax = 0 und addieren anschlieffend x. Wir erhalten dadurch

x—MAx+Mb =x< (E, —MA)x+ Mb =x,

=0 (x)

womit unser O festgesetzt ist. Damit nun die Kontraktionseigenschaft erfiillt ist, und damit auch die
Voraussetzungen des Satzes muss

1D () — DY) = [[(En — MA)(x — )]l < k[x—y]

gelten. Ideal ware dafiir selbstverstandlich die Wahl von M als das Inverse der Matrix A. Gangbar ist
dieser Ansatz aber nur dann, wenn man eine Naherung M an die Matrix A~ kennt. Stellen wir A
als Summe von Diagonalmatrix D und Restmatrix R dar, so konnen wir — unter der Bedingung, dass R
klein“ sei — M als das Inverse von D setzen, da D! ~ A~!, wobei sich D! trivial berechnen lasst.
Damit gilt dann

M M
®(x) = (En — MA)x + Mb = (En,—D ' (D+R))x+D'b
A
— (En—En—D "R)x+D "o =—D'Rx+ D 'b. (Drgs)

Wir beschaftigen uns nun mit zwei Verfahren, welche ebendiese Idee aufgreifen, das Jacobi- und
Gaufl3-Seidel-Verfahren.

1.7.4.1 Jacobi-Verfahren

Verfahren 1.7 (Jacobi-Verfahren / Gesamtschrittverfahren)

Gegeben sei ein lineares Glechungssystem Ax = b mit A = (a;j) € R* x x mit n € N. Seien
alle Diagonaleintrdge a;; ungleich 0. Wir konstruieren uns gemif; dem Beispiel oben (®gs)

ein ®(x) := —D~'Rx + D~'b. Die Fixpunktiteration X, := ®(xm,) mit dem so kontstruierten ®
heifle dann Jacobi- oder auch Gesamtschrittverfahren. Ein Iterationsschritt sehe dabei wie folgt
fur allei=1,...,n aus:

1
(me)i=—[bi— D aij(xm);
" (i)

A= ()= ()

und die Losung des Gleichungssystems Ax =b

8
Xy = (292) .
9

Wir wihlen den Startwert xy = 0 und definieren den Fehler der Stufe n als ey = |[xn —X«||o, =
ma{ s — X, ).

Wir wollen eine ndherungsweise Losung mittels Jacobi-Verfahren (Verfahren|1.7) bestimmen. Dazu

Beispiel 1.9: Sei
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fuhren wir die ersten vier Schritte durch:

o (%4 132) ((6)_(01 23) (8)) :(Zi) :(3é2) (Schritt 1)
= (0 ) () (5 0) (2)) (5 ) ()= (50)) =) - stmen
o= (00 (8- (5 0) (i) (5 ) ((5) - (24) (%) st
= (50 (- (5 D CW)-(5 ) () (50)-(72) s

Wir stellen damit die Fehlerwerte auf ...

n  en
0 22/
1 11/18
2 11/3
3 11/144
4 11/288

.. und erkennen, dass nach dem vierten Schritt nur noch eine Abweichung von weniger als vier
Prozent vorhanden ist. Pod

Konvergenz des Jacobiverfahrens Neben Satz wollen wir uns nun mit Satz eine
einfachere Methode tiberlegen, um die Konvergenz des Jacobiverfahrens (1.7) nachzuweisen. Zuerst
definieren wir aber Normen auf Matrizen.

Definition 1.37 (Matrixnorm)

Seien V,W normierte Vektorraume und die Abbildung F € Abb(V,W) linear (also F € L(V,W).
Dann heifSe

[Fvl
IFll = W= sup ||Fvlly
ooy Vv e

die Operator- oder auch Matrixnorm von F.

Definition 1.38 (Spektralradius)
Sei A € R™M*™M g0 heifSe

p(A):= max [A(A)],

i=1,...,m

wobei A;(A) der i-te Eigenwert von A sei, der Spektralradius von A.
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|||l — Spaltensummennorm

Al = max, IAx]; = max Z\ag|
‘| .

|||, — Spektralnorm
1Al = sup [[Ax[l, =4/p(AHA)

IIxll2=1

Dabei ergibt sich fur ein invertierbares A der Zusammenhang ||A||, = p(A)

||| o — Zeilensummennorm

(= _max Z|au‘
) )

Wir definieren noch eine weitere Eigenschaft von Matrizen, deren Diagonaldominanz, mittels dessen
uns der Ausdruck der Bedingung aus Satz leichter fallt.

Definition 1.39 (Diagonaldominanz)
Sei A € R™™ so heifle A ...

(zeilenweise) diagonaldominant genau dann, wenn fir alle i € {1,...,n}
n
lagi| > Y |ay]
=
gilt.
(zeilenweise) schwach diagonaldominant genau dann, wenn fiir allei € {1,...,n}

n
|aii > Z ayj|
;

gilt.
spaltenweise diagonaldominant genau dann, wenn fiir allej € {1,...,n}
n
Jaj| > _lay]
S
gilt.
spaltenweise schwach diagonaldominant genau dann, wenn fir alle j € {1,...,n}
n
|aji| > > _as|
=

gilt.
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Damit ist es uns nun moglich Satz zu formulieren.

Satz 1.24 (Hinreichendes Konvergenzkriterium)

Sei @ wie in (P gs)), dann ist @ eine Kontraktion beziiglich der ||-|| ,-Norm auf ganz R", falls die
Systemmatrix A diagonaldominant ist. Damit konvergiert Verfahren

Beweis: Wir betrachten wieder die Iterationsformel aus Verfahren

1
Xmtt1,i=— | bi— Z QijXmi | »
" JET,.onM\ i)

sowie die Differenz zweier — so erzeugten — Vektoren x und y

1
XmATi = Ymti =" | = Z ij (Xm,i — Ym,i)
T\ el anii
Damit folgt dann:
=k
n

1
|Xm+],i _ym+],i| < (1_ : Z ‘aij] . }Xm,j —Ym,j
i 5
j=1
i#j
<1

< k- ’Xm)j _ym»] )

wobei k < 1 wegen der diagonaldominanz hilt und mit diesem Zusammenhang folgt dann
unmittelbar, dass

[Xm+1 = Yms1lloo <K [[Xm —Ymlloos
was der Definition einer Kontraktion (Definition [1.28)) entspricht. O

Korrolar 1.24

Falls die Systemmatrix A diagonaldominant sei, so ist @ eine Kontraktion beziiglich jeder Norm,
da im R" alle Normen dquivalent sind.

Effizienzsteigerung beim Jacobiverfahren Vor allem bei den mittels Diskretisierung von
partiellen Differentialgleichungen entstehenden linearen Gleichungssystemen ist zwar das
Jacobiverfahren im Allgemeinen konvergent, jedoch ist die Kontraktionskonstante k nahe 1. Ein
Losungsvorschlag, der hier naher diskutiert werden soll, ist die Relaxation.

Wir wissen, dass X417 = D~'b— D 'Rx,,. Damit folgt unmittelbar, dass

X1 =D ' D—=A)xn+D b= (En—D 'A)xn+D o =% + D7 (b— Axy).
.
Ax

Wir gewichten Ax dann mit einem Parameter w € (0,2) und erhalten so

Xmal = Xm 4+ OAXm = Xm + WD (b — Axy) = (En — WD 'A)xm +wD b
| S —

=M(w)
= M(w)xm +wD ™',
womit dann die neue Fixpunktiteration durch
®(x) =M(w)x+wD b (1.14)

bestimmt ist. An dieser Stelle sei noch erwahnt:
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Definition 1.40 (Uber- und Unterrelaxation)
Sei @ wie in (1.14)), so heifSe das Verfahren ein ...

. Uberrelaxationsverfahren genau dann, wenn w echt grofler als 1 ist und

. Unterrelaxationsverfahren genau dann, wenn w echt kleiner als 1 ist.

Meistens wahlt man ||M|, < 1, mit || M|, = p(M(w)) — da M invertierbar ist, da dann neue Aussagen
uber p(M(w)) moglich sind. Generell gilt, dass der optimale Wert von w — an dieser Stelle ohne
Beweis, da dies nicht Hauptthema des Semesters ist — sich durch

2
2— Amin - }\max ’

Wopt =

wobei Apin den minimalen und A, den maximalen Eigenwert von M(w) beschreiben, beschreiben
lasst.

1.7.4.2 Gauf3-Seidel-Verfahren — Einzelschrittverfahren

Eine weitere Uberlegung zur Verbesserung des Jacobiverfahrens ist es bei der Berechnung von x4 1
die bereits berechneten Komponenten wieder zu verwenden. Denn bei der Berechnung der i-ten
Komponente sind die Komponenten j < i des neuen Vektors x,+1 schon bekannt, es ergibt sich
damit folgendes Verfahren.

Verfahren 1.8 (Gauf-Seidel-Verfahren)

Gegeben sei ein lineares Glechungssystem Ax = b mit A = (a;j) € R x x mit n € N. Seien
des Weiteren alle Diagonaleintrdage ai; ungleich 0. Ein Verfahren heifle Gauf$-Seidel- oder auch
Einzelschrittverfahren genau dann, wenn es zur Berechnung der i-ten Komponente des neuen
Vektors die Iterationsvorschrift

1 i-1 n
Xm1,i-= bi_Zaijxm—H,j - Z AijXm,j | »
v j=1 j=i+1

bei der der Unterschied zum Jacobiverfahren (1.7) blau hervorgehoben wurde, verwendet.

Beispiel 1.10: Sei das lineare Gleichungssystem

(2 3)=()

gegeben. Losen Sie das lineare Gleichungssystem mit dem Gauf3-Seidel-Verfahren auf zwei Ziffern
(— 1072) genau und verwenden Sie als Startwert xo = 0. Wir betrachten zur Losung also einerseits

1

Xn,1 = 1(6_1 'an1,2)

und andererseits :
Xn2 = §(8_2 * Xn,1 ).

Wir erkennen durch GauB schnell, dass x, = ( 1 1 )T ist und rechnen damit aus:

n  Xp Xn2 A= [P _Xn”oo ||Xn—x*||oo
1 1,5 1,66 1,66 0,5

2 1,08 1,94 0,42 0,08

3 1,01 1,99 0,07 0,01
41,0025 1,998 0,008 0,0025
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Damit sind wir nach dem vierten Schritt fertig, da der Unterschied echt kleiner als ein Hundertstel

ist. 3K

Anmerkungen

Auf der rechten Seite der Iteration stehen wirklich nur bekannte Grofien

Das Gauf3-Seidel-Verfahren lasst sich platzsparender implementieren, bei der Berechnung von
Xm+1,i 18t X i Uiberschreibbar, der Wert wird nicht mehr gebraucht.

Das Gauf3-Seidel-Verfahren konvergiert im Allgemeinen (bei tridiagonalen Matrizen) um den
Faktor zwei schneller als das Jacobiverfahren. Einen Beweis dieses Satzes findet sich in Plato,
Numerische Mathematik kompakt mit Korollar 10.42.

Auch das Gauf3-Seidel-Verfahren kann man relaxiert auffassen, man nennt dies dann sukzessiv
uberrelaxiert ,,successive overrelaxion“ (SOR). Die Idee hierbei ist den Zielwert entweder bewusst
zu ,uberschieflen” oder bewusst das , Uberschielen” abzuschwichen. Auch hier gilt dann
w € (0,2), sonst divergiert das Verfahren. Man erhalt dann:

Xn = HoXn_1 +w(D + wL) ',

wobei H, definiert ist als

He = (D+wL)"[(1 —w)D — wR] = E, — w(D + wL)'A.

Damit sind wir am Ende der reinen Analysis angekommen, das folgende Kapitel beschaftigt sich
nun mehr mit einem Gleichungstyp ahnlich wie in Kapitel
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KaAarPIiTEL

GEWOHNLICHE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN

In Kapitel haben wir Gleichungen der Form F(x,y) = O studiert, die unter geeigneten
Auflosbarkeitsbedingungen implizit eine Funktion y = f(x) definieren. Treten in der Funktion
F aber aufler der gesuchten Funktion y(x) auch noch deren (partielle) Ableitungen nach den
Koordinaten x1,...,xn auf, so heifle die Gleichung F = 0 eine Differentialgleichung (DGI.). Ist x € R,
so heifle die Differnetialgleichung gewohnlich, andernfalls partiell. Wir wollen uns in diesem
Kapitel aber ausschlielich — bis auf einen kleinen Ausblick in Kapitel [2.6.2] - mit gew6hnlichen
Differentialgleichungen beschaftigen.

2.1 Einfuhrung, Beispiele, grobe Klassifizierung

2.1.1 Motivation und Einfithrung an anwendungsorientierten Beispielen

2.1.1.1 Das Hook’sche Gesetz — Ein Federschwinger

Sei ein Korper k;,, der Masse m an einer elastischen Feder befestigt.

Gesucht ist der Ort s(t) des Korpers zum Zeitpunkt t. Glziip
Nach dem Hook’schen Gesetz ist die riicktreibende Kraft Fgeger

proportional zur Auslenkung s(t), es ergibt sich also als Formel

Freder = — k- s(t).

Nach Newton ist die Beschleunigung §(t) proportional zur Kraft
Fq(t) =m-§(t). Damit ergibt sich eine Differentialgleichung der Form

§(t) +w?s(t) =0

2.1.1.2 Der RL-Stromkreis

Sei i(t) die Stromstarke und u(t) die anliegende Spannung zum Zeitpunkt t, R ein ohm’scher
Widerstand und L die Induktivitat der Spule, so ergibt sich die Differentialgleichung;:

u(t) =L-i(t)+R-i(t)

2.1.1.3 Der elektromagnetische Schwingkreis

Sei i(t) die Stromstdrke zum Zeitpunkt t, R ] i

ein ohm’scher Widerstand, C die Kapazitat des i(t) 4 Ry

Kondensators und L die Induktivitat der Spule,

so wird die Stromstarke implizit durch Folgende UOLCD C —_—

Differentialgleichung beschrieben: L
LC-{"4+RC-i'"+i=0
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2.1.1.4 Populationsdynamik

Sei sp(t) die Grofle einer Population p zum Zeitpunkt t. Man kann verschiedene Arten des Wachstums
beschreiben, wovon zwei interessante hier vorgestellt werden:

2.1.1.4.1 Exponentielles Wachstum

Sei die Wachstumsrate proportional zur Populationsgrofle, so ergibt sich
sp(t) =k-sp(t)

Man erkennt mit dem Wissen aus dem letzten Semester schnell, dass sp(t) = so - exp(k - t) die
Losungsschar der Differentialgleichung ist.

2.1.1.4.2 Logistisches Wachstum

Sei die Wachstumsrate nun proportional zu s — s, (t), wobei s eine Wachstumsschranke darstellt, so
ergibt sich:
sh(t) =k 5-sp(t) — k- (sp(t))?

2.1.1.5 Die Potentialgleichung
0’ 0’ 0’

Af(XﬂJ»Z) = Wf(xﬂ:bz) + Wﬂxayaz) + a_ZZf(X’y’Z)

2.1.1.6 Jager-Beute-Modelle (nach Volterra-Lotka)

Sei o« die Reproduktionsrate der Beute ohne Storung, 3 die Sterberate der Beute pro Rauber/Jager, v
die Sterberate der Rauber ohne Storung und 6 die Reproduktionsrate der Rauber pro Beutelebewesen.
Sei x(t) der Bestand an Beutelebewesen und y(t) der Bestand an Jagern zum Zeitpunkt t, so ergibt
sich Folgendes System von Differentialgleichungen:

{x/(t) = ox—PBxy
y'(t) = xy—vy

2.1.1.7 Der ,freie” Fall ohne Widerstande

Werde ein Korper k; von einer Hohe hy mit konstanter Beschleunigung g von einem anderen Korper
kg — mit m(kg) >>> m(k;) — angezogen (wir sagen dann, der Korper k; fillt zum Korper kp)
und passiere dies in einem luftleeren Raum, so dass wir eventuelle Reibungen aufgrund deren
Minimalitat aufler Acht lassen konnen, so ergibt sich folgende Differentialgleichung fir die aktuelle
Hohe:
h(t)=g

Dies ist vor allem durch Newtons zweites Gesetz der Mechanik begriindet. Damit ergibt sich als
Losung der Differentialgleichung:

h(t):J(Js(t)dt) dtzJ(Jgdt) dt:J(g~t+c1)dt:%-g-t2+c1 t4co

An diesem Beispiel wird vor allem die Wichtigkeit des Anfangswertproblemes (AWP) bewusst,
welches wir in Definition naher definieren werden. Nur durch Anfangswerte ist eine den
angegebenen Sachverhalt korrekt modellierende Funktion anzugeben. Mit Starthohe hy und
Startgeschwindigkeit vy ergibt sich dann:

1
h(t):z~g~t2+vo.t+so
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2.1.2 Grobe Klassifizierung

Definition 2.1 (Gewdhnliche Differentialgleichung)
Sei n € N. Ist F € Abb(R"2,R) eine gegebene skalare Funktion, so heifle die Gleichung

F(X»y»y/> . “)y(n)) =0

eine implizite gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung fur eine gesuchte Funktion
y =y(x). Sie heille gewohnlich, da x € R skalar ist.

Beispiel 2.1: Ein Beispiel hierfiir ist die EuLer’scHE DGL. mit

Foou,y'sey ™) = (Z ak-(c-x+d)k-y“(x)) —b(x),
k=0

wobbei cx + d echt grofier als 0 sei. XX

Definition 2.2 (Explizite gewohnliche Differentialgleichung)
Sei n € N. Ist F € Abb(R™',R) eine gegebene skalare Funktion, so heifie die Gleichung

F(X’y’y/) .. "y(ni])) = y(n)

eine explizite gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung fiir eine gesuchte Funktion
Yy =y(x). Sie heille gewohnlich, da x € R skalar ist.

Hierfur sei ein Beispiel in[2.1.1.4.1|gegeben.

Definition 2.3 (Autonome Differentialgleichung)
Sein € N. Ist f € Abb(R™,R) eine gegebene skalare Funktion, so heifSe die Gleichung

fly,y'y...,y™ ) =y

eine autonome explizite gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung fiir eine gesuchte
Funktion y =y(x).

Auch hier sei ein Beispiel in[2.1.1.4.1|gegeben.

Definition 2.4 (Differentialgleichungssystem)

Sein € N. Ist f € Abb(R x R™*(+1) R<) eine gegebene vektorwertige FUnktion, so heife die
Gleichung

f(X)y)'-->y(n)) =0

ein implizites Differentialgleichungssystem n-ter Ordnung fiir eine gesuchte vektorwertige
Funktion y =y(x) € Abb(R,R™).
Analog spricht man bei Gleichungen der Form

f(x,y,.. ',y(n—l)) :y(n)
von einem expliziten Differentialgleichungssystem n-ter Ordnung fir eine gesuchte
vektorwertige Funktion y =y(x) € Abb(R,R™).

Ein Beispiel fiir ein Differentialgleichungssystem wurde in mit dem Jager-Betue-Modell
gegeben.

Definition 2.5 (Allgemeine und partikulire Lésungen)

" Bine Losung y = y(x,c1,...,cn) heifle allgemeine Losung der Differentialgleichung n-ter
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Ordnung, wenn jede spezielle Losung durch geeeignete Wahl der Konstanten cy,...,c, aus
der Losung y konstruiert werden kann.
Eine jede auf solche Weise fur spezielle Werte der freien Konstanten cy,...,cn aus der allgemeinen

Losung konstruierte Losung heifle partikulare Losung der Differentialgleichung.

Dass die explizite Differentialgleichung unter gewissen allgemeinen Voraussetzungen an f stets
eine allgemeine Losung haben wird, sehen wir in Kapitel Der allgemeine Fall soll hier aber
nicht naher thematisiert werden. Daruber hinaus werden wir uns auf einige spezielle Typklassen
einschranken, fiir die eine vollstandige Losungstheorie existiert.

Das Anwendungsfeld fur Differentialgleichungen ist — wie bereits in Kapitel gesehen — sehr
weitraumig und umfasst unter anderem die Geometrie, die verschiedensten Teildisziplinen der
Physik, die Biomathematik oder die technischen und ingenieurswissenschaftlichen Disziplinen. In
diesen Anwendungsbereichen ist man meist aber nur an partikularen Losungen interessiert, die zum
Beispiel durch Anfangsbedingungen eines physikalischen Systems oder Bedingungen an den Randern
des Betrachtungsintervalls aus der allgemeinen Losung selektiert werden. Wir unterscheiden also
und wollen definieren:

Definition 2.6 (Anfangswertproblem und Randwertproblem)

Eine Differentialgleichung/ Ein Differentialgleichungssystem y™ = f(x,y,...,y™ ") zusammen
mit den Forderungen y(xo) = yo.y’(xo) = Yty..,y ™ D (tg) = yn_1, wobei tg,yo,...,yn_1 fest
gegeben ist, heifle Anfangswertproblem n-ter Ordnung (AWP).

Ist auf einem Intervall I = [a,b] jedoch eine Losung y € C™(T) gesucht, deren Funktionswerte
in den Randpunkten a,b € I vorgegeben sind (Linearkombinationen oder nichtlineare
Relationen dieser Funktionswerte sind ebenfalls moglich), so verstehen wir das Problem als
Randwertproblem n-ter Ordnung (RWP).

Wir wollen uns hier — im Rahmen dieser Grundlagenveranstaltung — nur mit Anfangswertproblemen
in einem hinreichend allgemeinen Rahmen beschaftigen, fiir Randwertprobleme sei an dieser Stelle
auf spatere vertiefendere Veranstaltung hingewiesen.

Wir wollen nun kurz den Begriff und die Definition des Anfangswertproblems naher motivieren. Sei
dazu noch einmal das Beispiel[2.1.1.4.TJranzuziehen. Wir sahen ein, dass fiir die Differentialgleichung
y’(x) = ky(x) die Schar an Funktionen y.(x) = ¢ - exp(k - x), wobei ¢ € R beliebig, die Losung
beschreibt. Damit ist y.(x) nach Definition |2.5|eine allgemeine Losung der Differentialgleichung.
Wollen wir hier zu einer — tatsachlich — eindeutigen Losung kommen, so geben wir einen festen
Anfangswert y(xo) = yo fur gegebenes,. festes xp,yo € R vor und erhalten somit als partikuldre
Losung

y(x) =yo-exp(k- (x —xo)).

Wir wollen spater in Kapitel erkennen, dass ,harmlose” Anforderungen an f reichen sollen,
um mit einem Anfangswert das Anfangswertproblem einer Differentialgleichung, oder auch eines
Systems von Differentialgleichungen, erster Ordnung exakt und eindeutig zu 16sen. Das motiviert
den Begriff des Anfangswertproblems erster Ordnung.

Eine Frage, die sich nun stellt, ist, ob sich obige Motivation auch auf Differentialgleichungen(-
systeme) hoherer Ordnung ubertragen lasst. Man betrachte — fur eine erste Idee — das relativ
triviale Beispiel Wir haben aus der Differentialgleichung zweiter Ordnung h'”(t) = g durch
zweifaches Integrieren die allgemeine Losung

h(t) = %tz +ci1t+co

gefunden. Durch das ,sinnvolle Wahlen der Parameter ¢y und c; als Anfangshohe und -
geschwindigkeit haben wir dann die partikuldre Losung

h(t) = %tz Fvot + s
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erhalten. Wir erkennen, die allgemeine Form enthielt zwei Parameter, also haben wir auch zwei
Anfangsbedingungen gestellt.

Gilt das auch fiir andere — weniger triviale — Differentialgleichungen n-ter Ordnung, dass man n
Anfangsbedingungen stellen kann?

Wir wollen dazu das folgende wichtige Konzept betrachten:

Lemma 2.1 (Umwandlung Differentialgleichungen n-ter Ordnung)

Sei y(“) = f(x,y,... ,y(“_”) eine skalare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Man setze
1J/
Yneu = U
Yy
und leite damit ein System erster Ordnung y, ., = (X, Uneu) fiir die gesuchte Funktion ypey =
Yneu (x) her.

Beweis: Wir beweisen das Lemma durch Angabe der Konstruktion von f. Sei also die
Differentialgleichung wie oben und ypey definiert als

1:J/
Y
Yneu := . y
y[n_1)
so ergibt sich fir y; .,
y/// Yneu,2
Yneu,3
yrlleu = = ’
(n—1) Yneu,n
y(“) f(x>yneu,1 yooe )Uneu,n)
womit dann fur ?gilt, dass
Y2
B Y3
f(x,y) =
Yn
f(%,Y1y-+,Yn)

und sich die Differentialgleichung schreiben lasst als

yr/1eu = f(x>yneu(x))

O
Ein Beispiel fur diese Technik soll nun mit der Umwandlung der Differentialgleichung des
Federschwingers unter Berticksichtigung der Reibung gegeben werden, wir rechnen also Beispiel
2.2:

Wir definieren also nach Lemma [2.1] xpey als

Xneu (t) = (3/&?))
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und wandeln damit die Differentialgleichung in das folgende System um
/
1 _ [ Xneu 1) _ ( Xneu,2 )
X = ) =
ned (Xrlleu,z _%Xneu,z - %XneuJ
%

Damit sei der Begriff und die Definition ausreichend motiviert, die Definition sollte sich jetzt auch
leicht erschlieflen. Bei Systemen n-ter Ordnung zu m Gleichungen sei dann auch klar, dass ein
System erster Ordnung mit n - m Gleichungen entsteht.

Die zentralen Fragen, mit denen wir uns nun im Folgenden naher beschaftigen wollen lauten:

@ Existiert iuberhaupt eine Losung?
Eine Antwort auf diese Frage findet sich in Kapitel

@ Ist diese Losung eindeutig?
Eine Antwort auf diese Frage findet sich in Kapitel

@ Hangt diese Losung stetig von den Parametern der Aufgabe (Anfangswerte, Randwerte, ...)
ab?

Wie bestimmt man die Losung?

Eine Antwort auf diese Frage findet sich in den Kapiteln und

Wir wollen Probleme, bei denen Fragen @ - @ bejaht werden konnen, als korrekt gestellt
bezeichnen.
Oft gelingt es aber auch Differentialgleichungen explizit zu bestimmen, man kann dann die Fragen

- @ simultan beantworten. Dieser Fall soll nun naher in Kapitel betrachtet werden.

2.2 Elementare Losungsverfahren fiir skalare
Differenzialgleichungen erster Ordnung

Wir wollen uns fiir den Moment mit expliziten Differentialgleichungen erster Ordnung beschaftigen,
sprich mit Gleichungen der Form

d

d—g::y’:f(x,y). (%)

In diesem Kapitel werden wir uns auf spezielle rechte Seiten f(x,y) beschranken.

2.2.1 Typus A: Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Seien die stetigen Funktionen h, g € Abb(RR,R) gegeben, wobei fiir alle y aus Dy g(y) ungleich 0 gelte.
Sei des Weiteren f(x,y) darstellbar als h(x) - g(y). Zur Losung der Differentialgleichung

y' =h(x)-g(y)

wollen wir das Verfahren der , Trennung der Verdnderlichen (TdV)“ kennenlernen und verwenden.
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Verfahren 2.1 (Trennung der Verdinderlichen)

Seien h,g € Abb(R,R) und f(x,y) =h(x) - g(y) =y’ die Differentialgleichung fiir eine gesuchte
Funktion y =y(x). Wir betrachten nun folgende Félle:

(a) glys«) =0, soisty(x) :=ys.

(b) Fir alley aus Dy gelte g(y) # 0, so gilt unter Anwendung der Substitutionsregel

Y =)

oder

Jg?;)dy = Jh(x)dx+c

ist allgemeine Losung der Differentialgleichung.

Betrachte nun das Anfangswertproblem mit der Anfangsbedingung y(xo) = yo und g(yo) # 0.
Auf Intervallen mit y(x) # 0 gilt, dass fiir jeden Punkt xy aus dem Definitionsbereich Dy, hat die
Anfangswertaufgabe genau eine Losung y(x), welche implizit durch

beschrieben wird.

Anmerkungen

Losungen eines solchen Anfangswertproblems sind im Allgemeinen lokale Losungen, sie
existieren lediglich auf einem Intervall I(xo) in der Umgebung K{ ' um xo, in der g(y(x)) # O fur
alle x aus dem Intervall gilt. Selten gilt I(xy) = R.

Was passiert nun genau bei g(yo) =0?

Wir haben diesen Fall bislang nur stiefmitterlich behandelt, was sich jetzt auch nicht besonders
andert. Wir geben hier nur eine kleine Startidee, naheres kann in Vertiefungsveranstaltungen
mitgenommen werden.

Offensichtlich ist nun eine Losung durch y*(x) := yo gegeben. Existieren aber nun
Berithrungspunkte (x,yo) der Geraden y*(x) mit den Losungskurven, so kann man in (x,yo)
von dieser Geraden stetig differenzierbar in eine andere Losungskurve iiberwechseln, das
Anfangswertproblem ist also mehrdeutig losbar. Wir wollen uns den genauen mathematischen
Grund hier an dieser Stelle, wie eben erwahnt, nicht naher iiberlegen, aus diesem folgt allerdings
dann unmittelbar ein hinreichendses Eindeutigkeitskriterium.

Satz 2.2 (Hinreichendes Eindeutigkeitskriterium)

Seien stetige Funktionen f,g € Abb(R,RR) sowie ein Punkt yo € Dg mit g(yo) = 0 gegeben. Sei das
Anfangswertproblem definiert als y’ = f(x) - g(y) mit y(xo) = yo. Hinreichend fiir die eindeutige
Losbarkeit des Anfangswertproblems ist, dass das folgende uneigentliche Integral nicht existiert:

y(x)

lim J Ldt
0% g(t)
Yo+e
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Beweis: Aufgrund der fiir uns mangelnden Relevanz und des Nichtvorhandenseins des Satzes im
aktuellen Curriculum soll an dieser Stelle auf einen Beweis verzichtet werden. ]
Beispiel 2.3: Sei

y'(x) =x-y*(x),y(x0) =yo # 0.

Wir wollen die Differentialgleichung durch das Verfahren ,Trennung der Veranderlichen“ versuchen
zu losen. (Verfahren Wir stellen leicht fest, dass

und
h(x) =x
Wir losen also das Anfangswertproblem mit:
y(x) X
Y’ 1
AWP & = = x & —dn = xdx
Yy n
Yo X0
1y 1, 11 1
& —= = oy’ & ——— = —(x*—x})
My, 27 s Yo Ylx) 2
& (x) = (] —1(x2—x2)>_]
k yo 2 0
Man kann sich nun ebenfalls noch die Frage stellen, was I(xg) ist, dazu betrachten wir:
1 1, 1 2
— — Xtk ioexd=xX+ .
Yo 2 270 * " yo

Gilt nun:

. x(z) + 1_% <0, also —X% < Yo <0, so ist die Gleichung nie erfullt, also gilt I(xp) =R
0

. xé —I— i > 0, so muss zur Existenz t # +, /xo y% gelten, damit ist

. ( xé—kioo) falls yp <0
CIL R RRE) o

Beispiel 2.4: Die Differentialgleichung

ist ebenfalls vom obigen Typ mit
f(x) :==2x,9(y) := \/ga
wobei fur alle x gelte, dass y(x) > 0. Es folgt durch TdV

Zﬂzj%zjhdx:szrc,

und somit ]
=—(x*+¢c)% (x*+¢) =0.

y(x) 2
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Sei nun y(0) = 411 das zugehorige
Anfangswertproblem, so gilt:

y(0) =4 (0 +cp =S,
also ¢ = 1, weil (x? +¢) > 0 gelten muss. o
Ein Ausschnitt aus der Losungsschar sei \
beispielhaft rechts skizziert. Dabei sei zu L
beachten, dass ¢ = —1 nicht Teil der

Losungsschar ist. Die Losung des AWP ist
farbig markiert.

RS
2.2.2 Typus B: Homogene Differentialgleichungen
Eine Differentialgleichung
v »

mit x # 0 heile, vorausgesetzt f & ADbb(R,R) sei stetig, homogen. Wir fithren diese
Differentialgleichung nun mittels Substitution auf eine Differentialgleichung des Typs A, welchen
wir in Kapitel behandelt haben, zurtuck. Dazu wahlen wir folgenden Ansatz:

Sei

so ergibt sich

y(x) =x-u(x),y’(x) =x-u'(x) +u(x)

und somit die Differentialgleichung

mit dem Losungsansatz

du dx
— = | = =Inx|+c.
glu)—u X

Mit g(u) —u # 0 erhdlt man eine Losung u(x), durch Riicksubstitution dann y(x) = x - u(x). ISt
g(u) —u nicht nicht 0, so gilt an Stelle g(c) =c u’'-x =0, also ist u(x) = ¢ und somit y(x) =c-x
Losung der Differentialgleichung.

Zur naheren Erlauterung der Bezeichnung einer ,,homogenen Differentialgleichung” definieren wir:

Definition 2.7 (Homogene Funktion)

Eine skalare Funktion f € Abb(R™,R) heifle homogen vom Grade p € N genau dann, wenn

VO #A € R.Yx € D(f).f(A-x) =AP - f(x)
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Anmerkung

Ist f € Abb(RZ,R) homogen vom Grade 0, so gilt also f(x,y) = f(Ax,Ay) fur alle A € R\{0}. Damit
ware also () eine homogene Differentialgleichung.

Mit der Spezifikation A = 1 und x # 0 resultiert

X

f(x,y) :f<1,1‘i) =g (g)

X X

Man nennt (A) deswegen auch die Normalform einer homogenen Differentialgleichung.

Man kann nun einfach erkennen, dass eine Variablentransformation z := A - x auf

3Y
v = 4 (uwl ) =g |

fuhrt. Dies fuhrt dann weiter zu folgendem interessanten Lemma.

Lemma 2.3 (Lésungen der homogenen Differentialgleichung)

Ist y1(x) eine Losung der homogenen Differentialgleichung (A), so trifft das auch auf die Funktion

yalx) = 51 (W

fir jedes A € R\{0} zu. Man erhalt somit die allgemeine Losung

Yalx,c) = %yp(c-x)

aus eine jeden beliebigen partikuldren Losung yp,(x).

Beispiel 2.5: Sei
2

Y _ X _4(Y
v Tx y? J (x) ’
mit g(z) =z—z 2 und y(1) =1 das gegebene Anfangswertproblem, so ergibt sich mit Substitution
durch u(x) = 1%() die Differentialgleichung

!
X X
welche dann durch das Anwendung der TdV durch

lLL3—Jd—u——J%——lnlxl-l—c
37 Ju?r ) x ’

also mit

u(x) = /c—Inlxl,
yx) =x- vc—In|x|

gelost wird. Die Losung des Anfangswertproblems ergibt sich dann mit

yM=1-3c—Inll]=c =1,

also
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also ¢ = 1. Damit gilt die Losung des Anfangswertproblems ist beschrieben durch

yp(x) =x-3/1—Inlx| fir 0<x< /e

Beispiel 2.6: Sei
Xy = a* -yt +xy

mit x, a # 0, a konstant, gegeben. Wir erhalten mit Division durch x? die Differentialgleichung

. 2)2 y

y=at (x T

die wir durch Substitution durch u(x) := % und dem Zusammenhang y’ = xu’ +u auf die Form

a? +u?(x)

X

u'(x) =

bringen. Wir losen nun mit TdV:

Jd—u—J%—lnle—c* (ﬁ)lnlc x|
a?+u? ) x - ’

wobei an Stelle (xx) der giiltige (!) Zusammenhang c¢* = In|c| verwendet wurde. Daraus ergibt sich
unmittelbar

1
— -arctan (E) = In|cx]| -a,tan(...),-a
a a
Su(x) = a-tan(Infcx|-a),
was dann schlussendlich zur Losung
y(x) =a-x-tan(Inlcx|- a)

mit x,a # 0 und ¢ # O fihrt. XK
Beispiel 2.7: Zu bestimmen ist die Losung des Anfangswertproblems

2
vt

wobei x # 0 und y(1) =yo. Wir substituieren u(x) := @ und erhalten somit die Differentialgleichung
2
uw 1
uw=——"=—u=1f(x) gu).
X X N~

=u?
Die Anfangsbedingung wird somit zu u(1) =yo. Damit ist g(yo) = 0 genau fur yo = 0. Man sieht
dann durch fortgeschrittene Betrachtung, dass y(x) := 0 eine eindeutige Losung ist.
Fir yp # 0 fuhre eine TdV durch:

u X
1 1 dt ds
————==| 5 =—|—=—In[|
Yo u(x) t s
Yo 1
Damit gilt dann, dass
u(x) = g0
In|x|-yo+1
und somit Yo X
Y = e e T
eine partikulare Losung des Anfangswertproblems ist. Zusammengefasst gilt:
) = —LIH‘X&’SH fallsyo # 0
0 falls yo =0
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2.2.3 Typus C: Differentialgleichungen aus Linearkombinationen

Fur a,b,c € R fest, aber beliebig, b # 0 und f € Abb(R,R) stetig betrachten wir die
Differentialgleichung
y' =f(ax+by+c),

welche mittels des Ansatzes
u(x)=ax+by(x)+c, W =a+b-y ' =a+b-f(u)

in eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen uiberfihrt wird. Mit einer Losung u(x) ergibt

sich dann eine Losung
~u(x)—ax—c
Yl = e
Beispiel 2.8: Sei
y' = (x+y)?

alsoa=b=1,c=0und f(z) = z%. Setze u also auf
u(x) =x+y(x)
und somit
uw =ul+1.
Wir losen die substituierte Differentialgleichung mit TdV:

arctan(u(x)) :Ju;i—t] :J1dx:x+c

Damit ergibt sich dann eine Losung u als u(x) = tan(x + c¢). Durch Rucksubstitution erhalten wir
somit die allgemeine Losung y als
y(x) =tan(x—c) —x.

RS
2.2.4 Typus D: Lineare skalare Differentialgleichungen erster Ordnung
Definition 2.8 (Lineare skalare Differentialgleichungen erster Ordnung)
Eine Differentialgleichung der Form
Yy =a(x)-y(x)+b(x) (k)

heifle auch lineare skalare Differentialgleichung erster Ordnung. Sie heife homogen genau
dann, wenn b(x) := 0, andernfalls inhomogen.

Definition 2.9 (Lineare Differentialgleichungen)

Sei I C R ein Intervall und seien ay,...,an,b € ADbb(I,R) stetig. Dann heifle eine
Differentialgleichung der Form

> ai(x)y? =b(x) (2.1)
i=0

eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist das sogenannte Storglied b(x) null —
sprich fir alle x € I gelte, dass b(x) = 0 — so nennt man die Differentialgleichung homogen,
andernfalls inhomogen.

Man nennt die Differentialgleichung normiert genau dann, wenn an(x) = 1.
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Man bezeichnet mit
L:= ;] ai(x)ﬁ + ap(x)

den Differentialoperator und schreibt damit fur eine solche Differentialgleichung auch kurz

Lx =b.

Satz 2.4 (Uberlagerungssatz)

Sind yi(x), ..., yk(x) Losungen der Differentialgleichungen Ly = b;, i = 1,...,k, so ist fur
beliebige Konstanten cy,...,cx die Funktion

k
Y cyilx)
i=1
Losung der Differentialgleichung

k
Ly = Z Cibi.
i=1

Beweis: folgt direkt aus der Linearitat des Ableitungsoperators. O

Satz 2.5 (Struktur des Losungsraums)

Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung Ly = b erhalt man
als Summe einer partikularen Losung dieser Gleichung und der allgemeinen Losung ypy der
zugehorigen homogenen Differentialgleichung Ly = 0.

Beweis:

(1) Z :yp+yn €L(Ly=b)
Dazu betrachten wir L(yp +yn) =Lyp+Lyy=b+0=b v

(2) Z :Ist ya eine beliebige Losung von Ly =b, soist ya —yp € yn.
Wir betrachten L(ya —yp) =Lya —Lyp =b —b =0, woraus direkt folgt, dass ya —yp € yp v’

O
Wir erhalten damit folgendes interessantes Korollar fur lineare Differentialgleichungen erster
Ordnung:

Korrolar 2.5 (Struktur des Losungsraums)

(a) Die Losungsmenge L, einer linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung
ist ein Vektorraum.

(b) Die Losungsmenge Linnom einer linearen inhomogenen Differentialgleichung erster
Ordnung ist ein affiner Raum, es gilt: Sei yp eine beliebige partikulare Losung
der inhomogenen Differentialgleichung und Ly, der Losungsraum der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung so ist

Linhom = {UP} + Lhom-
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Satz/Korollar gibt uns die Information, dass die Losungskonstruktion fiir eine inhomogenen
lineare Differentialgleichung erster Ordnung in die zwei Teilaufgaben (H) und (P) zerfallt:

(H) Bestimme den Unterraum Ly,y, heifSit die Losungsgesamtheit der homogenen
Differentialgleichung y’ + a(x)y = 0.

(P) Bestimme eine Partikuldrlosung yp, der inhomogenen Differentialgleichung y’ + a(x)y = b(x).

Teilaufgabe (H) — Losen der homogenen Differentialgleichung

Satz 2.6 (Lhom)

Fur ein gegebenes a € C(I) hat die homogene Differentialgleichung y’ + a(x)y = 0 genau die
Losungen

Yn(x):=c-exp (J a(x)dx) (5 * *)
resp. bei einem Anfangswertproblem

Yn(x) :=c-exp J a(t)dt

X0

Damit folgt, dass fiir den Losungsvektorraum gilt:

Lhom = span {exp (J a(x)dx) }

Beweis: (Variante 1 — Rechnung mit der TdV)
Es ist die Losung der Differentialgleichung

/

Yp = a(x)yn (2.2)

gesucht, was eine Differentialgleichung mit getrennten Veranderlichen ist und somit mit dem
Verfahren der Trennung der Verdnderlichen gelost werden kann. Wir schreiben also Gleichung (2.9)
um zu

a(x) ==+, (2.3)
Yn

was dann unter Anwendung des Verfahrens dquivalent ist zu der Darstellung

J% - Ja(x)dx (2.4)
Yn
Wir konnen dies umstellen nach yy,, es ergibt sich somit:
(2.4) = Inlynl = Ja(x)dx—l—ﬁ (2.5)
& lynl = exp (J a(x)dx+5> & lynl = exp(c)-exp (J a(x)dx) (2.6)
= +eC d 2.7
= Yn e exp (Ja(X) X) (2.7)
=:Cc

& Yp = cC-exp <J a(x)dx) (2.8)



KAPITEL 2. GEWOHNLICHE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 69

Beweis: (Variante 2 — ,,cleveres Hinsehen®)
Es ist immernoch die Losung der Differentialgleichung

Yn = a(x)yn (2.9)
gesucht. Man kann leicht erkennen, dass

u(x) :=exp (J a(x)dx) (2.10)

aufgrund der Eigenschaften der exp-Funktion nullstellenfrei ist, damit gilt aquivalent zur Gleichung
y' +a(x)y=0:

Vxel. 0=exp <J a(x)dx) (y' +alx)y) = % <exp (Ja(x)dx) -y) (2.11)

Aus (2.11)) folgt dann mit einem Satz aus vergangenem Semester, dass
exp (J a(x)dx) -y = ¢ = konst.,
womit der Satz bewiesen ist. O

Anmerkung
In Satz[2.6/bezeichnet

Ja(x)dx

eine konkrete, spezifische und feste Stammfunktion von a.

Aus Satz 2.6|folgt dann auch unmittelbar:

dlm ( Lhom) = 1

Teilaufgabe (P) — Herausfinden einer partikuldren Losung Teilaufgabe (P) ist bei Kenntnis von
Y, stets konstruktiv losbar. Man bedient sich dazu des auf Lagrange zuruickgehenden Verfahrens der
,Variation der Konstanten (VdK)“.

Wir fassen dazu das c in Gleichung als differenzierbare Funktion, abhingig von der
Verinderlichen x auf und erhalten somit fiir y,

Yp(x) =c(x) -exp (Ja(x)dx) (2.12)

mit der Ableitung y,,

Yp(x) =c'(x)-exp (Ja(x)dx) +c(x) - a(x) -exp (Ja(x)dx) ) (2.13)

Diese Gleichungen werden nun in die Differentialgleichung eingesetzt und wir erhalten die
finale Gleichung

c’(x) -exp (Ja(x)dx) =Db(x), (2.14)

aus der dann schlussendlich folgt, dass

c(x) :J bM) 4. (2.15)
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Wir setzen nun (2.15) in den allgemeinen Ansatz (2.12)) ein und erhalten somit fiir die partikulére
Losung

X
Yn(x)
Yp(x) = Jb(t) dt. (2.16)
t
2 Yn(
Aus Satz[2.6]kennen wir yy, es gilt also:
X
exp ( a(t)dt N
?J:(()‘E)) - b = exp Ja(s)ds . (2.17)
exp ( a(s)ds t
X0
Mit (2.17)) ergibt sich somit insgesamt fiir y, die Losung
X X
Yp(x) = Jb(t) - | exp Ja(s)ds dt. (2.18)

X0 t

Wir fassen unsere Ergebnisse also in einem abschlieffendem Satz zusammen:

Satz 2.7 (Losung der allg. lin. inhom. gew. DGI. erster Ordnung)
Gegeben seien ein Intervall I C R und Funktionen a,b € Abb(R,K), mit a,b € C(I). Sei

eine feste Stammfunktion von a. Dann hat die Differentialgleichung
Ly =y +a(x)y =b(x) ,xel

die allgemeine Losung

Yp(x) € {Ayn(x) +yp(x) : A € R}

X x X
=< A-exp (J a(t)dt) + Jb(t) . (exp (Ja(s)ds) ) dt|x € I,xo € I bel,, aber fest,A € R

X0 X0 t
Das Anfangswertproblem
Liy =b,x € Ly(xo) =yo,x0 € I

ist stets eindeutig losbar mit der Losung

y(x) =yo-exp Ja(t)dt) + J'b(t)- exp Ja(s)ds ) dt

X0 t

X0

Beweis: siehe Herleitung oben. O
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Beispiel 2.9: Zu bestimmen sei die Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung

y'=2xy(x) +x-exp <x2> .
Wir teilen die Aufgabe wieder in seine Teilaufgaben (H) und (P) auf:

(H) Zu losen sei nun

y' = 2xy,
wir verwenden dazu wieder TdV:
y = 2y
/
- 9 = 2x
Yy
= Ynlx) = c-exp (x2> ,c €R.

(P) Wir bestimmen eine partikuldre Losung mittels der Variation der Konstanten (VdK), also dem
Ansatz

Yp(x) :=c(x) - yn(x).

= c(x) = dex: 1x2
1 2 2
7% exp (x >

Damit kann die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung mit

= Yp(x) =

y(x) = %xz -exp (x2> +c-exp <x2> ,

wobei ¢ € R, aufgestellt werden. XX

2.2.5 Typus E: Die Bernourri-Differentialgleichung
Seien p, q € Abb(R,R) stetige Funktionen, A € R\{0, 1}, so heifle die Differentialgleichung

y'+p(x)y = q)y’

auch Bernoutrrr'scHe Differentialgleichung. Fiir ein ganzzahliges A konnen Losungen y < 0
sinnvoll sein.

Wir verwenden hier stets den Ansatz

1—%( —A(

z(x):=y "(x) mit 2'(x)=(1-A)y"(x) -y'(x),

um die Differentialgleichung mit
z'+(1=NMp(x)z=(1-N)q(x)

in eine lineare Differentialgleichung umzuwandeln, welche dann mit den Moglichkeiten aus Kapitel

zu losen ist.
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2.2.6 Typus F: Die EuLer’scHE Differentialgleichung

Seien ay(x) := ax* € Abb(R,R) n+ 1 viele stetige Funktionen, so heifle die Differentialgleichung

auch EuLer’scHE Differentialgleichung.
Wir substituieren hier mit u(x) =y(e*) und bringen die Differentialgleichung damit auf die Form

n
Y Gl =0,
k=0

Dies ist dann eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, ihre
Losungsweise werden wir in Kapitel [2.5|genauer behandeln.

2.3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von
Anfangswertproblemen

Anfangswertprobleme entstehen im Allgemeinen aus Anwendungen heraus mittels mathematischer
Modellierung. Haufig erwartet man, dass das Modell dann genau eine Losung hat. Dies zu
uberprifen mag in einfachen Falle — wie in Kapitel — noch relativ einfach moglich sein, bei
recht trivial erscheinenden Differentialgleichungen — wie beispielsweise y’ = x* +y? — ist aber die
Losungsgesamtheit nicht mehr in geschlossener Form analytisch bestimmbar. Deshalb ist es von
Interesse allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen bereitzustellen, die wenigstens eine
theoretische Garantie der Existenz/Eindeutigkeit von Losungen geben.

2.3.1 Existenz von Losungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Anfangswertproblem

y' =f(x,y), ylxo) =yo
mit einer lediglich stetigen Funktion f. Unser Ziel besteht nun darin, zumindest die Existenz einer
Losung dieses Anfangswertproblems nachzuweisen. Wir betrachten also folgende Existenzaussage:

Satz 2.8 (Existenzsatz von Peano)
Seixp € R, yo € R™, X >xp, R >0, f € Abb(G,R"), wobei

G 2 [x0,X] x Kg(yo)
und f stetig ist. So besitzt das Anfangswertproblem

y' =f(xy), ylxo) =yo (2.19)

mindestens eine Losung auf dem Intervall [xg, X0 + €], wobei wir

. R .
g,:mm{x—xo,m} mit M-max{”f(x,y)ﬂ ‘(x,y)eG}

gesetzt haben und fiir den trivialen Fall M = 0 die Konvention ,R/M := 0o verwenden, und diese
Losung ist stetig differenzierbar.
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Wir wollen nun diesen Existenzsatz beweisen, dazu braucht es allerdings unter anderem das ,EULER-
Cauchy’scHEs Polygonzugverfahren” (Verfahren [2.3), welches wir in Kapitel [2.6.1]erst kennenlernen
werden. Wir verweisen an dieser Stelle auf den spateren Zeitpunkt, verwenden allerdings die
Grundidee des Verfahrens um den Satz[2.8jetzt an dieser Stelle zu beweisen.

Beweis: Fur M =0 ist f(x,y) = 0 und damit y(x) = yo eine Losung des Anfangswertproblems (2.19).
Im Folgenden sei damit also (E M > 0. Wir gliedern den Beweis nun in funf Schritte.

Schritt 1: Wir konstruieren auf dem Intervall [xg, X+ €] zunichst eine Folge von Eulerpolygonen p¥).
Dazu sei bemerkt, dass die stetige Funktion f auf dem kompakten Zylinder G natiirlich
gleichmafig stetig ist. Daher gibt es auch zu jedem k € N ein & = & > 0, so dass fir alle
(x,y),(x,y) € G die folgende Implikation gilt:

~ 1

=X <8N [y =yl < o = (% y) = FX Y < - (2.20)
Da {7} eine Nullfolge ist, gibt es zu jedem k € Nein m =my € N, so dass fiir h:= hy 1= ;=
die Ungleichung
) o
O<hk<m1n{5k,ﬂk} (2.21)

gilt. Fir jedes k € N und die gerade definierte zugehorige Schrittweite h = hy definieren wir
dann induktiv die m+ 1 ,Eckpunkte” (xi,y;) mit 0 < i€ N < +m des zu konstruierenden
Eulerpolygons durch x; :=xp+1-hmit 0 <i€ N<+mund

Yi - =Yi1 +hf(xi—1>yi—1) furi=1,...,m.

Auf diese Weise erhalten wir fiir jedes k € N ein Eulerpolygon p®(x), welches sich
stuckweise auf den Teilintervallen [xi,xi;1] mit 0 < i€ N < +m wie folgt definiert:

p(k)(x) =y + (x —x¢)f(x4,Yi) furi=0,1,...,m—1. (2.22)
Dann gilt insbesondere auch
p(k)(xi) =y; furi=0,...,m. (2.23)

Dabei ist die hier beschriebene Konstruktion moglich, weil die Punkte (xi,y;) fir alle
1=0,...,min G und somit im Definitionsbereich von f liegen; fur i =1,...,m gilt namlich

lyi —yol|

i—1
> Y-y
j=0

i1

©23)
= > M xg41) —y
=0
2.22) .
= Z(Xm —x)f(x5,Y;)
j=0
i1
< M- (%41 — %)
=0
< M- e

N
=
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Schritt 2: Wir wollen nun zeigen, dass eine gleichmiflig konvergente Teilfolge der betrachteten
Eulerpolygone p'®) existiert. Dazu wenden wir folgenden Satz an:

Satz 2.9 (Satz von Arzela-Ascoli)

Gegeben seien ein kompaktes Intervall I := [a,b] C R™ sowie eine Folge {fi} von stetigen
Funktionen fi € Abb(I,R™) mit den beiden folgenden Eigenschaften:

(a) Die Folge {fy} ist (punktweise) gleichmafig beschrinkt, das heifit zu jedem x € I
existiert ein S = S(x) > 0 mit der Eigenschaft

vk € N. || fc(x)]| < S.

(b) Die Folge {fy} ist gleichgradig stetig, das heif3t zu jedem ¢ > 0 existiert ein § =
d(e) > 0 derart, dass die folgende Implikation fiir alle x;,x; € I gilt:

Vk € N.[x1 — x| < & = [|fx(x1) — f(x2)|| < €

Dann besitzt die Folge {fy} eine auf I = [a, b] gleichmaflig konvergente Teilfolge.

Der Begriff der gleichgradigen Stetigkeit ist im Prinzip eine Verallgemeinerung
des Begriffs der gleichmafligen Stetigkeit einer Funktion. Denn lage statt einer
Funktionenfolge fy nur eine einzelne Funktion f vor, welche der entsprechenden
Bedingung

X1 —x2l <0 = |If(x1) —f(x2)]| < €

fur alle x1,x; € I gentigen soll, so lage eben genau die Definition der gleichmafiigen
Stetigkeit vor. Gleichgradige Stetigkeit besagt daher, dass alle Elemente fy einer
Funktionenfolge {fy} gleichmiBig stetig sind, und dass sie dies gleichgradig sind, in
dem Sinne, als dass die Wahl von 6 eben nicht vom speziellen Element fy abhangt.

Beweis: Wir merken zuerst an, dass die Menge QN[a,b] der in dem Intervall [a, b] liegenden
rationalen Zahlen abzahlbar ist, etwa

QN la,bl = {r

i=1,2,... } .
Wir zerlegen den Beweis wieder in zwei Schritte:

Schritt 1: Im ersten Beweisschritt benutzen wir ein Diagonalfolgenargument, um eine
Teilfolge {gk} von {fk} zu finden, die in allen Punkten vy punktweise konvergiert.

Nach Voraussetzung (a) ist zunachst die Folge {fk(ﬁ )} beschrankt im R™. Nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrafd besitzt sie daher eine konvergente Teilfolge.
Es gibt also eine Teilfolge {fg)} von {fk} und einen Grenzwert f] € R™ mit

f () —f  fiirk— oo.
Wiederum nach Voraussetzung (a) ist aber auch die Folge {fg)(rz)} beschrankt

im R™. Nach Bolzano-Weierstraf3 existiert daher eine weitere Teilfolge f](cz) von

1 . . .
1‘"1(< ) sowie ein Grenzwert f; mit

f9(r) — 5 fiirk— oo.
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Schritt 2:

So fortfahrend, erhédlt man induktiv fur jedes { € N Teilfolgen {f](f)} von {fk}
und Grenzwerte f; € R™ mit den folgenden Eigenschaften:

2 2 2 *
£ (1), 17 (2,17 (1) = £ (2.24)

Dabei ist {fl(f“)} eine Teilfolge von {f](f)} fur jedes ¢ € N. Fiir beliebiges { € N
gilt daher
{00} -6 firallej=1,...,¢.

Betrachten wir nun die Diagonalfolge

gk ::f]gk) furk=1,2,...,

so ist
gk(rj) = f;  furallej=1,2,..., (2.25)

denn die Folge {g1,92,... } ist, zumindest von ihrem j-ten Glied an, eine Teilfolge
der j-ten Zeile von (2.24) und somit sicherlich in r; konvergent. Damit ist der
erste Beweisschritt abgeschlossen.

Wir zeigen nun, dass die im ersten Schritt konstruierte Folge {gy} auf dem
Intervall [a,b] gleichmafiig konvergiert.

Sei dazu ¢ > 0 beliebig gegeben. Wahle ein zugehoriges & > 0 gemafs
Voraussetzung (b). Offenbar gibt es dann endlich viele Punkte xi,...,xs €
QnNa,b], so dass zu jedem x € [a,b] ein x; mit j € {1,...,s} existiert mit

Ix—xj| <8 (2.26)

Wegen sind die Folgen {gx(xj)} dann fur jedes j = 1,...,s konvergent,
insbesondere handelt es sich daher um Cauchyfolgen. Da es sich hier um endlich
viele Punkte x; handelt, existiert daher eine zwar von ¢, nicht jedoch von dem
speziellen j abhdngige Zahl N € N mit

||gk(xj)—gm(x]-)H <e¢ furallek,m > Nundallej=1,...,s.

Wegen der Voraussetzung (b) ergibt sich unter Berticksichtigung von (2.26]) dann
fiir alle x € [a,b] (wobei x; einer der am dichtesten an x liegenden Punkte sei):

o) —gm¥)] < |lg(x) — ge(x5)]| 4[| gk (%) — gm(%5)|| + || gm (%)) — gm (¥ |
< ete+e
= 3¢

tur alle k,m > N. Dies impliziert offenbar die gleichmaflige Konvergenz der
Folge { gy} auf [a,b].

]

Wir betrachten jetzt also die spezielle Funktionenfolge der Eulerpolygone p*). Wir stellen
zuerst fest, dass diese Folge gleichmiflig beschriankt ist, da alle Polygone im kompakten
Zylinder G verlaufen. Zum Nachweis der gleichgradigen Stetigkeit zeigen wir, dass die
Ungleichung

Hpm(x‘) _p® (XZ)H <Mlx;—x| firallekeN (2.27)
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Schritt 3:

2.3. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

und alle x1,%; € [xp,xo + €] erfiillt ist. Daraus kann man dann die gleichgradige Stetigkeit
schlieBen. Seien also x1,x; € [xg,Xo + €] beliebig, aber fest, gegeben. Liegen beide Punkte
x1,X%2 im gleichen Intervall [xi,X;+1] , so gilt

[P 661 = p™ (x2) | = 1601 =iy o) = (x2 = %) Flxiyy) | < Mbey =2l

Andernfallsist t; € [ti,tiy1] und t) € [tj, tj41] fiir gewisse Indizes i,j, wobei (E angenommen
werden darf, dass i < j. Unter Verwendung des bereits erledigten Falles folgt dann

Hp(k)(xﬂ—P(k)(Xz)H
i—1
< [pMean—pMein|+ X [P0 =P x|+ [0 0g) — M x|
{=i+1
i—1
< M| (ki —x1)+ Y (e —x0) + (2 — %)
{=i+1
= Mxz2—x1)
= M|X2—X]|.

Wir zeigen mit diesem Ergebnis nun noch, dass die Funktionenfolge auch gleichgradig
stetig ist. Sei dazu « > 0 beliebig, aber fest, gegeben. Setze dann

(k)

Dann gelte fiir alle p'* und fiir alle x1,x; € [a,b] mit [x; —x;| < § die Abschédtzung

[P0 =9 0] | < Mz =l < M5 =

womit die gleichgradige Stetigkeit der Funktionenfolge {p(k]} bereits bewiesen ist. Damit
wenden wir Satz an, womit folgt, dass eine gleichmaflig konvergente Teilfolge der
betrachteten Eulerpolygone p*) existiert. Wir wollen nun im weiteren Verlauf nur noch
diese Teilfolge betrachten, welche wir der Einfachheit halber wieder mit {p(k)} bezeichnen
werden.

(k)

Wir zeigen hier, dass das Eulerpolygon p'* der Abschatzung

:
Hp(k)(x) —f(x,p(k) (x))” < X fur alle x € [xg,xo + 5]\{)@-L [i= 0,...,m}

genugt und somit zumindest naherungsweise als eine Losung der Differentialgleichung
angesehen werden kann. In der Tat gilt auf jedem der offenen Teilintervalle (xi,Xi1)

namlich
(2.21]

2.22) 20
o6 v B2 il Iy <M< 8y

sowie

Ix—xi| <hg < 8.

Hieraus folgt dann

P60~ 10,99 00)|| B2 | xi0w0) — 10,0 ¥00) | £ 1 (2.28)

womit diese Aussage bewiesen ware.
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Schritt 4: Wir verifizieren in diesem Teil des Beweises die Giiltigkeit von

X

p((x) —yo— J r(Lp) ) <

X0

1
E\X—Xo| (2.29)

fur alle x € [xg,xo + €] und alle k € N. Sei dazu x € [xi,x; 1] fur ein i € {O,1,...,m— 1}
beliebig, aber fest, gegeben. Dann folgt

X
p™M(x) —yo— Jf (t,p“‘](t)) dt
X0
X i Xj+1
= e () a3 [y [ r(opi)ar
X j=0 X;
i )
X io1 Xj4+1
12.23)
2 (PP (epPm))der 3 | (P (6p))ar
Xi ):O Xj
X : Xj+1
F 1 i—1
< EdtJrZ J %dt
;i ):0 Xj
1
= EIX—XoI)

so dass (2.29)) tatsachlich erfullt ist.

Schritt 5: Bevor wir jetzt tatsachlich die Behauptung zeigen benotigen wir noch einen weiteren
Hilfssatz.

Satz 2.10 (Aquivalenz von Anfangswertproblem und Integralgleichung)

Sei I C R ein beliebiges Intervall und xy € I. Betrachte dann das Anfangswertproblem

y'(x) = f(x,y(x))¥x € Liy(x0) =yo (2.30)

fur eine gegebene stetige Funktion f € Abb(I x R",R") und einen Anfangswert yo € R™.
Dann sind die beiden folgenden Aussagen aquivalent:

(a) y € Abb(I,R") ist stetig differenzierbar und lost das Anfangswertproblem (2.30)
(b) y € Abb(I,R") ist stetig und lost die Integralgleichung

Y =yo+ J f(s,y(s))ds (2.31)

Beweis: Seiy € Abb(I,R™) zunichst eine Losung des Anfangswertproblems (2.30). Mit
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhalten wir durch Integration der
Differentialgleichung daher

yx)=c+ Jy’(s)ds =c+ J f(s,y(s))ds,

und aus y(xg) = yp folgt fur die noch freie Integrationskonstante ¢ € R™ unmittelbar
c =Yo. Also ist y eine (stetige) Losung der Integralgleichung (2.31).
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Sei umgekehrt y € Abb(I,R™) jetzt eine mindestens stetige Losung der Integralgleichung
(2.31). Dann ist der Integrand insbesondere eine stetige Funktion, und wir erhalten aus
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung durch Ableiten aus der Identitat

sofort
y'(x) =f(x,y(x))vx € 1.

Ebenso ergibt sich aus unmittelbar y(xp) = yo, so dass y in der Tat eine stetig
differenzierbare Losung des Anfangswertproblems ist. O
Damit zurtick zum Beweis der eigentlichen Behauptung. Sei dazu p*(x) die Grenzfunktion
der auf [xo, %o+ €] gleichmafig konvergenten (Teil-)Folge der Eulerpolygone p)(x). Wegen
der gleichmafsigen Konvergenz dieser Folge und konvergiert die Folge {f(x,p(k) (x))}
fur alle x € [xg,xo + €] gleichmifig gegen f(x,p*(x)). Der Grenziibergang k — oo in der
Beziehung liefert dann die Identitat

p*(x)—yo—Jf(t,p*(t))dt =0 faralle x € [xg,xg + €].

X0

Aus Satz folgt daher die Behauptung, denn p* ist als gleichmafliger Grenzwert einer
konvergenten (Teil-)Folge stetiger Funktionen selbst wieder stetig.

]

Die Stetigkeitsforderung an f kann nicht ersatzlos gestrichen werden! Allerdings ist das Fehlen
von Stetigkeit kein Ausschlusskriterium fur eine Losung!

2.3.2 Eindeutigkeit von Losungen

Eine Frage, die sich jetzt noch stellt, ist, ob die Anforderungen an f, die im Satz getroffen wurden,
nicht auch ausreichen, um Eindeutigkeit zu fordern, also ob es Anfangswertprobleme gibt, die
mehrere Losungen haben, obwohl die Existenz nach Satz gesichert ist. Wir betrachten dazu

Beispiel 2.10:
y' =Vl y0)=0

Es ist leicht zu sehen, dass die rechte Seite f(y) := Iylv2 offensichtlich auf R x R stetig ist, damit
ist Satz anwendbar. Suchen wir nun nach Losungen, so erhalten wir mit einer Trennung der
Veranderlichen:

iZ(iy)]/Z:Jd—y:J1 dx=x+c firy=OundceR,

Vil

was wir weiter vereinfachen konnen zu

1
y(x) = :i:Z(X—l-C)Z firx+c =0.
Damit stellen wir fest, dass es neben der offensichtlichen Losung y¢(x) := 0 auch beispielsweise das
obige y oder ein Yy, mit

0 furx<c

Yalx) = { l(x N c)z fiir x > c }, wobei c > 0 beliebig, aber fest, sei
7

Losungen des Anfangswertproblems. Es gibt also keine eindeutige Losung, es kommt stattdessen zu
einer Bifurkation. XK
Wir schlieflen aus diesem Beispiel, dass fiir eine Eindeutigkeit von Losungen die zugehorige
Funktion eine ,starkere” Bedingung als Stetigkeit erfullen muss. Wir wollen nun eine solche
Bedingung angeben, welche dann auch zentrale Voraussetzung im Eindeutigkeitssatz (Satz
wird, und definieren deswegen den im zweiten Semester eingefiihrten Begriff der Stetigkeit weiter.
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Definition 2.10 (Lipschitz-Stetigkeit)
Sei (V,||-||) ein normierter Vektorraum, ) # M C V, f € Abb(M,V) und sei I C D(f). f heie
lipschitzstetig auf I genau dann, wenn eine Lipschitzkonstante L > 0 existiert, so dass

Vx, %0 € L [[f(x) = f(x0)|| < L-[[x —xo

Gilt I = D(f) so heile f auch gleichmafig lipschitzstetig. L heifle in jedem Fall
Lipschitzkonstante von f auf I.

Korrolar D2.10

Wir stellen leicht fest, dass eine jede Kontraktion lipschitzstetig ist. Ebenfalls gelte, dass eine
Funktion eine Kontraktion ist genau dann, wenn sie lipschitzstetig mit einer Lipschitzkonstanten
Ly < 1ist.

Anmerkung

Aus Schritt 2 des Beweises zu Satz wissen wir, dass aus Lipschitzstetigkeit einer
Funktionenfolge automatisch deren gleichgradige Stetigkeit folgt. Wir haben in diesem

Schritt ebenfalls gezeigt, dass die Funktionenfolge der Eulerpolygone lipschitzstetig mit der
Lipschitzkonstanten M = max{Hf(x,y)H ‘ (x,y) € G} ist.

Wir wollen jetzt noch einen Zusammenhang zwischen Stetigkeit/Differenzierbarkeit und
Lipschitzstetigkeit herstellen.

Satz 2.11 (Zusammenhang der Lipschitzstetigkeit zur Stetigkeit und Differenzierbarkeit)

(a) Sei f wie oben lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L, so ist f auch stetig.

(b) Sei f € Abb(M,R) differenzierbar mit beschrankter Ableitung oder sei f stetig
differenzierbar auf kompakter Menge, so ist f auch lipschitzstetig.

Beweis:

(a) Sei f wie oben lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L. Wahle dann o := f, so gelte fiir alle
X, X0 € M mit ||x —xg[| <& =, dass

(%) —f(xo)|| SL-|[x—xo|| <L-6=L- E:

womit die Stetigkeit durch das e-5-Kriterium nachgewiesen wurde.

(b) Wir betrachten hier nur den Fall, dass f eine beschrankte Ableitung hat, denn ist f stetig
differenzierbar auf kompakter Menge, so ist die Ableitung von f auf dieser kompakten Menge
—nach Satz von vorherigem Semester — auch beschrankt. Seien x,xy € M also beliebig, aber
fest. Nach dem Mittelwertsatz gilt somit fiir ein & € (x,xp), dass f(x) — f(xo) = (&) - (x — xo)-
Dementsprechend gilt somit fiir [f(x) — f(xo)|, dass

1£x) — £(x0)] = (&) - (x—x0)| < ( max }f'(a)|> K=o,

Eve (X)XO )

Wir wissen, dass rr(lax | ‘f } existieren muss, da f’ beschrankt ist und somit laut Satz aus
Ee(x,xg

vergangenem Semester ein Maximum und Minimum existiert. Damit folgt dann automatisch

die Lipschitzstetigkeit mit der Lipschitzkonstanten n(lax }f |
Ee(xyxg)

]
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Die Umkehrungen der Aussagen des Satzes gelten im Allgemeinen nicht! Man kann leicht
triviale Gegenbeispiele angeben.

Fur die erste Aussage betrachte man f:x — \/m Man erkennt leicht, dass f zwar stetig ist, mit
scharfem Blick auch, dass f nicht lipschitzstetig ist. Wir fuhren wieder eine Reduktion aufs
Absurde und nehmen an, dass f lipschitzstetig ware. Man setze nun xo, =0 und x,, = /n? und
stelle damit fest, dass

) — Fx0 )| S L-hen— o] '—

was wiederum aquivalent zur Aussage

1<L. ]
n
ist und, da L nicht durch n verdndert wird, zu einem Widerspruch fihrt.
Fur die zweite Aussage betrachte mann g: x — [x| und stelle leicht fest, dass g lipschitzstetig
mit Konstante 1 ist. Aus vergangenem Semester wissen wir allerdings auch, dass g an der Stelle
X« = 0 nicht differenzierbar ist.

Anmerkung

Auch wenn die Umkehrung der zweiten Aussage so einfach nicht funktioniert, ist bei einer
lipschitzstetigen Funktion, voraussgesetzt ihre Ableitung existiert, diese auch garantiert
beschrankt. Dies ist eine einfache Folgerung aus der Definition der Lipschitzstetigkeit.

Veranschaulichung

Wir wollen uns nun die Lipschitzstetigkeit einmal

genauer veranschaulichen. Wir zeichnen dazu die
Funktion f mit zwei Geraden (gj)x und (g2)x in ein  (g2)15
gemeinsames Koordinatensystem ein. Die Geraden (g7)x

und (g2)x haben die respektive Steigung von £L und

haben den Punkt Py (x,f(x)) gemein.

f sei nun lipschitzstetig in diesem Punkt Py genau
dann, wenn der Graph von f immer zwischen den
beiden Geraden liegt. f ist dann lipschitzstetig auf einem -3
Intervall I genau dann, wenn der Graph von f immer (g1,
zwischen den Geraden (g7)x und (g )y, fur alle x aus dem +L
Intervall I, liegt.

Wir wollen einen Eindeutigkeitssatz angeben, der zusatzlich neben der Eindeutigkeit der Losung
ebenfalls deren Existenz fordert.
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Satz 2.12 (Satz von Picard-Lindeldf)

Sei xg € R, yp € R™, X > xo und f € Abb([xp,X] x R";R") stetig und sei f lipschitzstetig beziiglich
seinem zweiten Argument und gleichmafSig lipschitzstetig bezuglich seinem ersten, es gelte also

AL > 0.Vx1,x2 € R™ x € [xg, XI. [|f(x,x1) — f(x,x2) || < L-[[x1 —x2]|.
Dann habe das Anfangswertproblem
y' =fxy), ylx)=yo

eine eindeutig bestimmte, stetig differenzierbare Losung y =y(x).

Beweis: Wir wollen an dieser Stelle einen groflen Bogen hin zum Banach’schen Fixpunktsatz (Satz
spannen und mit diesem dann die Eindeutigkeit und Existenz einer Losung nachweisen.
Dazu wandeln wir mit Satz das gegebene Anfangswertproblem in eine Integralgleichung (ein
Integralgleichungsproblem) um.

Man kann nun erkennen, dass durch die Vorschrift

(©(y))(x) = yo + J f(ty(D)dt, ye M x € [xoxo+al

eine Abbildung ® € Abb(M, M) erklart ist, die genau einen Fixpunkt y = ®(y) € M besitzen soll,
damit das Anfangswertproblem genau eine Losung hat. Um den Banach’schen Fixpunktsatz (Satz
anwenden zu konnen, bendtigen wir noch einen Banachraum M.

Wir wihlen dazu den Funktionenraum M := C%([xq, X],R") := {y € Abb([xg, X],R™) ‘ y ist stetig}
und versehen ihn mit der gewichteten Metrik

da(y1,y2) == max_exp (—a(x—x0)) - [[y1(x) —y2(x)]|o

xXE[xg,X]

respektive

[Ylloo o = max_exp (—a{x—x0)) - [[y(x)[lo0,
’ x€[x0,X]
wobei o echt grofier als die Lipschitzkonstante L der Funktion f gewéhlt wird. (M, ||-||,, ) ist
vollstandig und normiert, damit ein Banachraum, M ist eine abgeschlossene Teilmenge von M und @
ist selbstabbildend. Damit Satz angewandt werden kann, ist noch die Kontraktionseigenschaft
von @ zu zeigen. Wahle also x € [xg, X] beliebig, aber fest, so gelte:

[(@y1))(x) = (P(y2)) (Xl = M+Jf(t)y1(t))dt — %+Jf(t,yz(t))dt

X0 X0 00
X

[ 1#(tyy1 () — (8, y2(0) . dt

X0

N

X

x
L-[Jyr(t) —ya(t)[|, dt

X0

INE

X =d«(y1,Y2)
L J [y1(t) —y2(t) [l - exp (—ox(t —x0)) - exp (+ox(t —x0)) dt,

g

=1
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das heif3t dann ebenso

@)X — (@) (X < L-||y1—yzuoo,ajexp(oc(t—mmt

— Ly vl (5 xp (=) - 1)

L
< a‘HUl—}JZHoo,oc'eXP(OC(X—XO)))

wobei an Stelle (x) die Eigenschaft der Lipschitzstetigkeit von f herangezogen wurde. Daraus folgt
dann mit der Division von exp(...), dass

L
H(D(yl) _(D(UZ)HOO,O( < & . Hy1 _yzuoo,cx‘

Das bedeutet, dass @ eine Kontraktion ist, da o« > L.

Damit sind die Voraussetungen des Satzes erfullt, somit gilt nach Satz dass das
Integralgleichungsproblem eine eindeutig bestimmte Losung hat, nach Satz folgt damit ebenso,
dass das Anfangswertproblem genau eine eindeutig bestimme Losung hat, die stetig differenzierbar
ist. ]
An dieser Stelle sei auch nochmal der , konstruktive” Aspekt des Satzes angemerkt. Wie bereits schon
zu Satz angemerkt, besitzt der Banach’sche Fixpunktsatz eine Iterationsvorschrift zum Finden
des Fixpunktes. Durch sukzessive Approximation kann der Fixpunkt der Abbildung @ durch die

Iterationsvorschrift
X

Yn1 (X) i = (@yn)) (x) = yo + J f(t,yn(t))dt  farn € Nund yo(x) :=yo (2.32)
X0
naherungsweise berechnet werden. Ein solches Verfahren hat aber gewisse negative Eigenschaften,
welche wir in Kapitel neben weiteren numerischen Verfahren betrachten werden.
Wir werden nun noch zwei Varianten des Satzes kennen lernen, die in der Praxis haufiger
Anwendung finden, da mehr Funktionen die Anforderungen erfullen.
Satz 2.12 (Satz von Picard-Lindeléf, Variante 2)

Der obige Satz sei nahezu zu iibernehmen. Man betrachte jetzt allerdings an des ,Streifens” statt
einen Zylinder Zy mit

Ly, = {(X>U) ‘Xo <x<xo+Aund |y —yoll <b} c RV,

Man beachte nun, dass Losungen gegebenenfalls nicht mehr auf dem ganzen Intervall [x, X]
existieren, sondern nur auf einem Intervall [xg,Xo+A] mit A := min {DC — X0, % }, wobei m definiert
ist als
m:= max |[f(x
max [y,
welches gegebenenfalls kleiner ist. Ferner liefert der Satz in seiner neuen Form, dass die Losung
immer bis zum Rand des Zylinders geht.

Beweis: Erfulle f nun die Lipschitzbedingung nur auf dem Zylinder Zy, mit b < co und gelte

k:= ma f(x .
(w)éb\l Yl

Damit unsere Iteration (2.32) nun im (k + 1)-ten Schritt nicht uber den Zylinder ,hinausschief3t“,
muss die Beziehung

X
!

[Yk+1 — Yol = Jf(t,y(t))dt <k(x—x%p) <Ke<b, wobeixo<x<xo+c,

X0
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gelten. Das heif3t, es muss ¢ < b/k sichergestellt sein. Da x selbstverstindlich auch nicht tber
das Stetigkeitsintervall [xp,xo + A] der Funktion f hinausreichen darf, konnen Losungen des
Anfangswertproblems im Allgemeinen nur auf dem Intervall

. b
X0 gxgxo—l-mm{?\,E}

=:C

erwartet werden.

An diesen Uberlegungen dndert sich nichts, wenn man anstelle des Intervalls [xo,xg + c] das
symmetrische Intervall [xo — ¢, Xxo + c] zugrundelegt. O
Neben dieser starkeren Variante existiert auch noch folgende Variante, die die ursprungliche
Bedingung sehr abschwacht:

Satz 2.12 (Satz von Picard-Lindeldf, Variante 3)

Sei nun f € Abb(U,R™) mit U C R xR", sowie U eine Umgebung des Anfangswertes von (xo,Yo).
Fir jedes (x,y) € U gebe es zusitzlich eine Umgebung V, y C U und eine Zahl Ly y > 0, so dass f
einer lokalen Lipschitzbedingung auf V, gentigt, also

V(x1,91), (x2,Y2) € V- [If(x1,91) — f(x2,Y2)[| < Ly - ly1 — 2|

gilt. Dann bleibt die Aussage des Satzes erhalten; die Losung geht so sicher ,,bis zum Rand“ von
.

Falls U unbeschrankt ist, kann die Aussage, dass die Losung sicher ,bis zum Rand“ ginge,
bedeuten, dass einerseits die Losung auf ganz (—oo,00) existiert, oder auch, dass die Losung
ein sogenanntes ,Blow-Up-Verhalten” zeigt, sprich eine Polstelle hat. In einem solchen
Fall ist das Modell noch einmal zu tberdenken, denn explosionsartige Verhaltensmuster
(Anderungsprozesse) treten so eigentlich im Allgemeinen nicht auf.

Beweisidee: Wir geben an dieser Stelle eine reine Beweisidee an, keinen fertig ausformulierten Beweis.
Die grundlegende Idee hierbei ist es mehrere Losungen ,,zusammenzustiickeln®, das heifit man starte
mit (xo,Yo), finde eine Losung auf der Umgebung Vi, ,,, welche dann (E zylinderférmig gewahlt
werden kann. Diese Losung geht dann unter Verwendung der vorherigen Variante bis zum Rand
des Zylinders. Der Endpunkt kann aber dann wieder als neuer Startpunkt verwendet werden. Dies
wiederholt man , bis zum Rand“ der Umgebung U. O
Wir wollen nun die Anwendbarkeit des Satzes an einem Beispiel betrachten. Man betrachte also
Beispiel 2.11: Gegeben sei das Anfangswertproblem

f(x,y) = y? ist auf der unbeschrankten Menge M := [xo,X] x R stetig, damit existiert nach Satz
zumindest eine Losung. f ist auf M allerdings nicht lipschitzstetig, da die Ableitung auf M
unbeschrankt ist. Damit ist Variante [Ildes Satzes[2.12|nicht anwendbar.

Auf der kompakten Menge My := [0,X] x [1—R,1+R] ist %f stetig, somit auch beschrank u und somit
ist f auf My lipschitzstetig. Damit ist Variante |2|des Satzes anwendbar, eine Losung existiert
damit zumindest auf [0, min {X, ¥ }].

Auf U =R x Rist f lokal lipschitzstetig, womit Variante [ds Satzes anwendbar ist, die Losung,
deren Existenz und Eindeutigkeit folgt, geht ganz sicher von , Rand bis zum Rand“ des R x R.

Wir uiberpriifen unsere theoretischen Uberlegungen, indem wir die tatsichliche Losung mit einer
Trennung der Verdanderlichen ausrechnen:

!Dies folgt aus dem Satz aus C2 fiir stetige Funktionen auf kompakten Mengen
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y(x)d N I
J Ly J 1dt 7
3 n 0 6t !
e 5| ;
_‘IT] pr— X 4” :
-I 1
3 1 1
1 |
— = x—1 21 .
y(x) :
1 1 : N
yix) = g i .

Wir stellen hier auch fest, dass die erste Variante des Satzes nicht klappen hatte konnen, da wir an
der Stelle 1 eine Polstelle haben. Man spricht hierbei von einem explosiven (,,blow-up“) Verhalten. X

2.4 Lineare Differenzialgleichungssysteme erster Ordnung

Nachdem wir wuns jetzt in Kapitel mit Existenz- und Eindeutigkeitsfragen fur
Anfangswertprobleme beschiftigt haben, wollen wir nun weitere, vertiefte Uberlegungen
zur Losungsgesamtheit eines Differentialgleichungssystems anstellen. Zu diesem Punkt lassen
sich — abgesehen von ebigen Satzen - — nur relativ wenige allgemeine Aussagen treffen.
Im Spezialfall der Systeme erster Ordnung allerdings sind sehr spezielle Aussagen moglich. Wir
definieren deswegen:

Definition 2.11 (Lineares System von Differentialgleichungen erster Ordnung)

Sei die Matrixfunktion A € Abb(R,K™*™) und die Vektorfunktion b € Abb(R,K") gegeben. Wir
wollen ein System der Form

y'(x) =A(x)-y(x) +b(x) (2.33)

ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung nennen. Gilt b(x) =0, so heife es
homogen, andernfalls inhomogen. Das System

y'(x) =Ax)-y(x) (2.34)

heifle das zu (2.33) zugehorige homogene System.

Sei an dieser Stelle noch einmal eine kurze Anmerkung zu Existenz und Eindeutigkeit von
moglichen Losungen erlaubt:

Es ist zeigbar, dass solange A und b stetig seien, die ,rechte Seite“ (das f) ebenfalls stetig und
sogar lokal lipschitzstetig beziiglich ihrem zweiten Argument y sei. Damit ist Variante |3|des
Satz|2.12|zu zugehorigem Anfangswertproblem anwendbar, es existiert also eine Losung und
diese ist eindeutig bestimmt und verlauft von ,,Rand zu Rand des R x R™“.

2.4.1 Die Struktur der Losungsmenge

Wir haben uns bereits in Kapitel (insbesondere mit Satz mit der Struktur von
Losungsraumen von Differentialgleichungen beschaftigt. Wir haben das Fazit gezogen, dass effektiv
es ausreicht eine partikuldre Losung mit allen homogenen Losungen zu kennen, um alle Losungen
zu kennen. Es sei leicht und damit dem Leser uberlassen sich die Analogie bei Systemen zu
verdeutlichen. Wir erhalten damit folgenden Satz:

Satz 2.13 (Struktur des Losungsraums linearer Differentialgleichungssysteme erster Ordnung)
| Gegeben seien ein Intervall I C R und Funktionen A € Abb(I,K™*") und v € Abb(I,K") mit
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A,b € €%(I), so gelten folgende Aussagen:

(a) Die Losungen yn € €'(I,K") des homogenen Systems bilden einen Unterraum des
Abb(I,K"). Damit ist L}, ein Vektorraum.

(b) Isty, € C'(I,K") eine beliebig, aber feste, partikulire Losung des inhomogenen Systems,
so ist die allgemeine Losung des Systems der affine Unterraum

Linhom = {Up} + Lhom.

Beweis: Der Beweis verlauft hier analog zum Beweis des Satzes weswegen wir an dieser Stelle
auf diesen verweisen. O
Auch hier zerfallt die Losungskonstruktion fur das System (2.33)) in die zwei folgenden Teilaufgaben:

(H) Bestimme den Unterraum Loy, heiSt die Losungsgesamtheit des homogenen
Differentialgleichungssystems (2.34).

(P) Bestimme eine partikulare Losung y, des inhomogenen Differentialgleichungssystems (2.33).

Wir wollen nun, bevor wir uns mit den einzelnen Aufgaben beschaftigen, noch klaren, welche
Dimension der Unterraum Ly ., hat. Wir stellen dazu einen — auf den ersten Blick vielleicht
unzusammenhangenden — Satz auf:

Satz 2.14 (Losung des Anfangswertproblems)

Auf dem Intervall I := [xo,xo + a] seien stetige Koeffizientenfunktionen aj. € CO(I) der
Matrixfunktion A(x) = (ajk(x)) gegeben. Sei des Weiteren B := {b1,b2,...,bn} eine Basis des
Raumes der Anfangswerte mit y;(x) als zum Anfangswert b; gehorende Losung.

Dann existiere zu jeder Anfangsbedingung y(xg) = Yo genau eine Losung y € C'(I,K™) des
homogenen Systems. Zum Anfangswert

n
Yo=) o-b;
i=1
gehort dann die Losung

yx) =) o-yi(x)
i=1

Beweis: Wir setzen
1/2

n
2
L:.= ; = A
max | k§—1 | aji(x)| max [[A(x) |y

sowie f(x,y) := A(x)y fur y € K". Dann genugt f den Voraussetzungen des Satzes insbesondere
auch der Lipschitzbedingung mit der gerade definierten Konstanten L. Daraus folgt Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung.

Werden nun die n linear unabhangigen Vektoren b; der Basis B als Anfangsvektoren yo = b
eingesetzt, so resultieren n Losungen y; € ! (I, K™), wobei 1 <j < n, des homogenen Systems
mit den Anfangswerten y;(xo) = bj.

Aus der linearen Unabhangigkeit im Punkt x = x( folgt dann auch die generelle lineare
Unabhingigkeit dieser n Losungen. Wir wissen, dass eine beliebige Losung yy, € C' (I, K™) sicher
einen Anfangswert yn(xo) = (cy,..., cn)T e KM stetig annimmt. Aus der eben gezeigten Eindeutigkeit
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der Losungen, muss damit dann
n
Un=)_¢-yj(x)
=1

gelten, woraus direkt folgt, dass das homogene System keine weiteren linear unabhangigen Losungen
haben kann. n
Aus dem eben gefiihrten Beweis konnen wir dann folgenden Satz schlieflen:

Satz 2.15 (Struktur des homogenen Losungsvektorraums)

Seien dieselben Voraussetzungen wie in Satz gegeben. So bilden die zu den Anfangswerten
gehorenden Losungen y; mit 1 < j < n eine Basis von Lyon.
Lhom wird damit von genau n linear unabhangigen Vektoren y; aufgespannt.

Beweis: Der Satz folgt tatsachlich direkt aus den Aussagen im Beweis zu Satz[2.14} O

Korrolar 2.15
Insbesondere gilt damit

dim ( Lhom) =mn.

Wir wollen nun weiter definieren:

Definition 2.12 (Fundamentalsysteme und WroNsk1-Matrizen)

(a) Ein System von n linear unabhingigen Losungen y; mit 1 < j < n des homogenen
Differentialgleichungssystems (2.34) heifle ein Fundamentalsystem. Die einzelnen
Losungen eines solchen Fundamentalsystems heiflen Fundamentallosungen.

(b) Bilden die Losungen yi,...,yn des homogenen Differentialgleichungssystems (2.34) ein
solches Fundamentalsystem, so heifle die Matrix(-funktion)

W(x) := (y1(x)y...,yn(x)) e K"

eine Fundamentalmatrix oder auch Wronski-Matrix des Differentialgleichungssytems.
Die zu W zugehorige Determinante det(W/(x)) heifle Wronski-Determinante.

Man kann erkennen, dass sich die Losung eines Anfangswertproblems durch W(xy) - & = yp
ausdriicken lasst. Man verweise hier auf einen spateren Zeitpunkt, an dem wir diesen Zusammenhang
noch einmal Revue passieren lassen. Mit ein bisschen Nachdenken ist es dann moglich, zu tiberpriifen,
ob n Losungen ein Fundamentalsystem bilden. Es ergeben sich folgende Aquivalenzen, mit denen
eine Prufung an einer beliebig, aber festen, Stelle x, moglich wird.

Lemma 2.16 (Aquivalenz Fundamentalsystem und Wronski-Determinante)

Sei x, € I beliebig, aber fest, so gelte fur Losungen der Differentialgleichungen yj mit 1T<j<n

Yly---,Yn € Abb(I,K™) bilden ein FS <= yj(x4),...,Yyn(x4) bilden eine Basis des K"
<= W(x,) ist invertierbar
— det(W(x4)) #0

Beweis: trivial.  Man  verweise an  dieser  Stelle auf das  Skript zur
Erstsemestermathematikveranstaltung, andererseits auch auf die Voriuberlegungen und
vorangestellten Definitionen und auf , gesunden Menschenverstand®. ]

Wir werden uns nun mit Losungsmethoden fiir die Teilaufgaben (H) und (P) beschaftigen.
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2.4.2 Teilaufgabe (H) — Bestimmung der Losung des homogenen
Differentialgleichungssystems

Aus Satz folgt unmittelbar, dass um Ly, aufzustellen es reicht eine Basis, und damit ein
Fundamentalsystem, von Ly, zu kennen. Wir wollen uns damit auf die Suche nach einem
Verfahren machen, mit dem wir leicht ein Fundamentalsystem berechnen konnen. Bei dieser Aufgabe
kommen wir schnell zu einem unumganglichen Problem, denn bei einer von der Veranderlichen
x abhangenden Systemmatrix A ist so kein Verfahren zur Berechnung eines Fundamentalsystems
angebbar. Es existiert allerdings ein Verfahren — das b’ALemBERT sche Reduktionsverfahren — es moglich
macht mit einer (geratenen) Losung das System von dem K™ auf den K™~! zu reduzieren. Mit diesem
wollen wir uns an dieser Stelle allerdings nicht naher beschéftigen. Hangt jedoch die Systemmatrix
A eben nicht von der Veranderlichen x ab, so existieren durchaus Verfahren, mit welchen eine
Bestimmung des Fundamentalsystems moglich ist. Mit eben diesen wollen wir uns naher befassen,
deswegen sei im Folgenden (E A nicht von x abhangig.

Wir suchen also nach einem Fundamentalsystem fur das Differentialgleichungssystem

Yy =A-y (2.35)

Dazu tasten wir uns von den ,leichtesten” Klassen an Systemmatrizen — sprich den Klassen mit den
striktesten Voraussetzungen — bis hin zu den ,schwersten” respektive ,allgemeinsten” Klassen an
Systemmatrizen voran.

2.4.2.1 Systemmatrix A ist eine Diagonalmatrix

Sei also A = diag(Aq,...,An). Das System (2.35) ldsst sich damit dann umschreiben zu

(

yi(x) =A1-yi(x)

oy e : )
0 - A

Yn(x) =An - yn(x)

womit das System in n skalare Probleme zerfillt, die alle unabhdingig voneinander sind. Diese
wiederum werden ,leicht” nach den Varianten, welche in Kapitel Vorgestellt wurden, gelost, wir
erhalten damit dann als Losung

Yi(x) =ci-exp(A; - x),ci € Kbeliebig, fur 1 <i< n.
Demnach hat unser System dann die Losungsmenge

c1-exp(Ay-x)

Lhom

y € Abb(I, K"

\

{y € Abb(I,K"

y(x)

n
y(x) = Z Ci-ViyC1,-...,Cn € K,vj enthdlt exp(A; - x) an Position i

Cn - exp(An - x)

i=1

sCly---ycn €K

\

/

}

c1-exp(Ay-x) 0
0 0
= Span Yoo »
0 0
0 Cn - exp(An - X)

\
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womit folgt, dass die gefundenen Losungen eine Basis des K", womit sie nach Lemma dann ein
Fundamentalsystem bilden. Wir fassen zusammen:

Sollte A = diag(A1,...,An) gelten, so ist exp(A;-x) - e; fir 1 <i < n ein Fundamentalsystem.
Dabei sind die e; genau die Eigenvektoren von A.

2.4.2.2 Systemmatrix A ist diagonalisierbar

Wir wenden nun eine ahnliche Strategie an, wie sie bereits in Kapitel verwendet wurde, um
die Definitheit von symmetrischen Matrizen zu untersuchen. Anders als in Kapitel|1.1|allerdings
miussen wir jetzt die Diagonalisierbarkeit von A extra fordern, da diese nicht herzuleiten ist.

Sei A also nun diagonalisierbar, es existiert also ein Q, dessen Spalten den zu A zugehorigen
Eigenvektoren entsprechen, so dass

A=QDQ™ " mitD=diag(Ay,...,An),

wobei A\; mit 1 <i<n die Eigenwerte von A darstellen. Wir setzen nun diesen Zusammenhang in
die Differentialgleichung (2.35) ein und erhalten damit:

y'(x) = QDQ'-y ‘ .Q~",von links“
— ;—XQ_1U(X) = DQ_l y(x) ‘ u(x) = Q_1 -y(x) ,,Substitution”
<— u(x) = D-u(x) (2.36)

Damit liegt (2.36) in diagonalisierter Form vor, und kann mit den Methoden aus Sektion [2.4.2.1
gelost werden. Wir erhalten damit ein Fundamentalsystem fiir (2.36) mit

ui(x) =exp(Ai-x) - e,

wobei T <1< nund e; die Standardbasisvektoren des K™ und damit die Eigenvektoren von D sind.
Durch eine Rucksubstitution y; := Q - u(x) folgt dann fiir y;

yilx) = Q-ui(x) = Q- e;-exp(A;-x) = qi - exp(A; - x),

fur 1 <i<nund q; als Eigenvektor von A zum zugehorigen Eigenwert A;. Wir konnen also sowohl
Sektion |2.4.2.1]als auch Sektion [2.4.2.2]in folgendem Satz zusammenfassen:

Satz 2.17 (Fundamentalsystem bei einer diagonalisierbaren Systemmatrix)

Sei eine Differentialgleichung wie in (2.35) gegeben und A diagonalisierbar . Seien Aq,...,An die
— nicht notwendigerweise verschiedenen — Eigenwerte von A und sei {q1,...,qn} eine Basis des K",
so dass q; Eigenvektor zum Eigenwert A; ist, so sei durch

exp(A1-x) - q1y...,exp(An - X) - qn (2.37)

ein Fundamentalsystem fiir das lineare Differentialgleichungssystem (2.35) gegeben.

Beweis: Der Satz gibt sich als Konsequenz der obigen Uberlegungen. O
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Anmerkungen

Es sei das hinreichende Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit, welches wir bereits seit
dem ersten Semester kennen, sich in Erinnerung zu rufen: Eine Matrix ist diagonalisierbar
genau dann, wenn fur jeden Eigenwert A; die algebraische und geometrische Vielfachheit
ubereinstimmen. Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn es eine Basis des K" aus
Eigenvektoren gibt.

Eben genannter Satz liefert ebenfalls eine Erklarung, warum bei linearen skalaren

Differentialgleichungen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten ein sogenannter
,Exponentialansatz“ — also ein y(x) = c - exp(A - x), wobei ¢ € K und A zu bestimmen ist —
weiterhilft. Dies ist der Tatsache geschuldet, dass eben solche Differentialgleichungen in lineare
Systeme erster Ordnung umgewandelt werden konnen — das wissen wir bereits durch Lemma
[2.1]-, denn diese Systeme haben dann mit Satz[2.17]eben Losungen der Form exp(A-x)- g, wobei
q ein Vektor ist. Fiir das ursprungliche skalare Problem braucht es dann von dem Losungsvektor
nur die erste Komponente, es ergibt sich somit eine Losung der Form y(x) =c-exp(A-x).

Im diagonalisierbaren Fall reicht es also, die Eigenwerte und Eigenvektoren von A zu kennen, um
damit dann ein Fundamentalsystem aufzustellen. Wir betrachten dazu Beispiel 2.12: Zu berechnen
ist ein Fundamentalsystem fiir ein Differentialgleichungssystem wie in (2.35) mit

7 -5
A= (10 —8>

und zusatzlich die Losung des Anfangswertproblems mit y(0) =yo = (g) .

Wir bestimmen also das Fundamentalsystem, dazu berechnen wir zuerst Eigenwerte und -vektoren.
Wir stellen also das charakteristische Polynom auf und berechnen die Nullstellen ebendieses:

PA)=(7=A)- (=8 —A)+50=A2 +A—6=0

Wir schlussfolgern mit der abc-Formel/Mitternachtsformel:

1 1 1 5
~——

und somit
AM=2 und A;=-3.

Wir berechnen nun die Eigenvektoren zu den Eigenwerten A1 und A;. Das heifst wir bestimmen die
Vektoren v mit der Eigenschaft

_(7—A -5 Vi) =
neten (15 22)(2)-6

A1 =2: Wir losen also das Lineare Gleichungssystem
7—=2 =5\ (v1)_ (0
10 —-8-2 v/ \0/)°
(5 -5 ‘ O) ﬂ <1 —1 ‘ 0) ((=5) <1 —1 ‘ 0)
10 =10 | 0/ |45 5 510 3+ 0 0 |0
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Wir erhalten somit den Zusammenhang
\)1—\)2:0 <~ ViI=V

Ein Eigenvektor ist damit beispielsweise

()

A2 =—3: Wir losen also das Lineare Gleichungssystem

7—(=3) -5 vi) (0

( 10 —8— (—3)) ' (vz) - (o) '
10 =5 | 0\ |- 2 110 1) 2 -1 0
(10—5‘0)« (z—1‘o)j+ W(oo‘o)

Wir erhalten somit den Zusammenhang

Q= Q1| —

2-vi—w=0 < \)127

Ein Eigenvektor ist damit beispielsweise

()

Mit den Eigenvektoren bestimmen wir dann das Fundamentalsystem, welches aus y; und y; mit

yi(x) = G) -exp(2-x) und ya(x)= <;> -exp(—3-x)

besteht, und somit dann auch die allgemeine Losung als

y(x)=cy- G) cexp(2-x)+cy- (;) -exp(—3-x),

mit c¢1,c; € R. Wir konnen nun dann das Anfangswertproblem fiir x = 0 losen, auch dies passiert
wieder durch das Losen eines linearen Gleichungssystem:s.

9 2wr-e ) = ()

beschreibt die zu l6sende Gleichung, welche das lineare Gleichungssystem
11 c1) 5
1 2)\c2) \2
1115 (=1 11 5
(12‘2)3+ W(o1‘—3>

Damit schlieffen wir dann, dass ¢; = 8 und c; = —3 standhalten muss, damit das Anfangswertproblem
erfullt ist. Eine partikulare Losung des Anfangswertproblems ist also

y(x)=8- G) -exp(2-x)—3- (;) -exp(—3-x)

induziert.
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Was passiert bei komplexen Eigenwerten einer rein reellen Systemmatrix? Das letzte Problem
welchem wir uns, bei diagonalisierbaren Matrizen, stellen ist ein fur die Modellierung realer
Sachverhalte zentrales Problem. Betrachten wir dazu einmal Beispiel 2.13: Gesucht sei eine rein
reelle Losung fiir die Differentialgleichung

y =A-y,

wobei die Systemmatrix A definiert ist als

Eine solche muss nach Theorie existieren, wir wollen uns damit auf die Suche nach einem rein reellen
Fundamentalsystem der Systemmatrix A machen. Wir bestimmen dazu als erstes die Eigenwerte der
Systemmatrix A, indem wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms finden.

PA) = (=3=A)- (=3—A)—(=2-5)=A2+1=0

Wir sehen sofort, dass £i die einzigen Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind, sowie
ebenfalls, dass £i ¢ R, obwohl die Systemmatrix nur reelle Eintrage hat. Wir wollen nun dennoch
ein reelles Fundamentalsystem bestimmen, was mit komplexen Eigenwerten mit unserer bisherigen
Methode ja ,ausgeschlossen ist.

Wir erkennen durchaus, dass es selbst bei relativ simplen Matrizen zu komplexen Eigenwerten
kommen kann, obwohl wir ein reelles Fundamentalsystem haben wollen. Wir befassen uns
deswegenn mit folgendem Satz:
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Satz 2.18 (Umwandlung eines komplexen in ein reelles Fundamentalsystem )

Seien a,b € R,s,r € R™ beliebig. Ist dann eine Fundamentallosung yj(x) = exp(A - x) - q mit
q=71+s-iund A =a+b-1ieines rein reellen Differentialgleichungssystems echt komplex, so ist
auch y,(x) =exp(A-x)-gmitA=a—b-iund g =1—s-1ieine Fundamentallosung und y; ist das
konjungiert komplexe zu y.

Die Funktionen

1

Yireel(x) =R(y1) = E(}h (x) +y2(x))

= (r-cos(b-x)—s-sin(b-x))-exp(a-x)
= [MR(q)-cos(I(A)-x) —T(q) -sin(J(A) -x)] - exp(R(A) - x)

und

‘

Yoreett(x) =T(y1) = l(91() Y2(x))

s-cos(b-x)+71-sin(b-x))-exp(a-x)
J(q) - cos (T(A) - x)+R(q) - sin (T(A) - x)] - exp(R(A) - x)

*"—\N

sind dann die reellen Fundamentallosungen, die die komplexen ersetzen konnen. Ersetzt man
so alle komplexen Paare durch die somit gefundenen reellen Paare, erhalt man ein rein reelles
Fundamentalsystem.

Beweis: Wir wissen aus dem ersten Semester, dass komplexe Nullstellen eines reellen Polynoms
immer , paarweise” auftreten, sprich zu einer komplexen Nullstelle z muss auch die konjungiert
komplexe Zahl z als Nullstelle desselben Polynoms existieren. Damit folgt dann die gleiche Aussage
mit komplexen Eigenwerten bei reellen Matrizen. Wir haben damit dann geschlussfolgert, dass nicht
nur Eigenwerte in konjungierten Paaren auftreten, sondern auch die zugehorigen Eigenvektoren
konjungiert komplex sind. Man bekommt somit nicht reelle Fundamentallosungen immer paarweise
als

yi(x) =exp(A-x)-q und yz(x)= exp(X-x) -q

Man zerlege nun A € C und q € C" in Real- und Imaginarteil mit
A=a+b-i und qg=r+s-i,
wobei a,b € R und r,s € R", und erhalte somit die Darstellungen fur y; mit

yiix) = (r+s-i)-exp((a+b-i)-x)
(r+s-1)-(cos(b-x)+1-sin(b-x))exp(a-x)
= (r-cos(b-x)—s-sin(b-x))-exp(a-x) —H-Es-cos(bwc) +71-sin(b-x)) -exp(a-x)

%y (x)) —3(y1 (%))

und fur y; mit
Yy(x) = (r—s-i)-exp((a—b-i)-x)
= (r—s-i)-(cos(b-x)—1i-sin(b-x))exp(a-x)
= (r-cos(b-x)—s-sin(b-x))-exp(a-x)—i-(s-cos(b-x)+71-sin(b-x))- exp(a~xl.

—R(y2(x)) —3(y (%)

Beim Addieren/Subtrahieren der beiden Fundamentallosungen erhalten wir etwas rein reelles oder
rein komplexes, sprich es gilt

1 1 ~
Yl reell i= Z(Ul +y2) =R(y1) €R  und  yYzreenn:= ﬁ(yl —y2) =J(y1) €eR.
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Wir sehen schnell ein, dass solche Linearkombinationen von Losungen wieder Losungen sind, und
die Fundamentallosungen somit einfach ersetzen konnen. ]
Wir wollen nun mit vorherigem Beispiel fortfahren, rechnen also Beispiel 2.13 (Fortsetzung): Wir
berechnen nun also als erstes ein komplexes Fundamentalsystem und damit die Eigenvektoren zu
den Eigenwerten =+i:

A1 =—1i: Wir losen also das Lineare Gleichungssystem
—3+i =2\ (vi)_ (0
5 3+1 v \0/°
0 z] 5 3+i | O (354 |- % 1 3%
0 —3+i -2 0 J + 0 O

Wir erhalten somit den Zusammenhang
3+1 3+1
vﬁ—T-vz:O & Vi=——-V

Ein Eigenvektor ist damit beispielsweise

34
W ()

A2 =1: Wir l6sen also das Lineare Gleichungssystem

—3—1 =2\ (vi)\ _

5 3—1 V2 N )
—3-1 -2 0 j 2 -1 ‘ 0 '(%H-% 13
5 3—-i]0 2 -1 10 j+ 0 0

Wir erhalten somit den Zusammenhang

—3+i -2
5 3+1i

Mit den Eigenvektoren konnen wir dann das — wohlgemerkt komplexe —Fundamentalsystem
bestimmen. Jenes enthalt y; und y; mit

o[ @ oms v e[ o

Mit Satz berechnen wir schlussendlich dann das rein reelle Fundamentalsystem, es gilt dann

also
FSreell = { {<_13/5> -cos(—x) — (165) -sin(—x)} , {(165) -cos(—x) + <_]3/5> -sin(—x)} }
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2.4.2.3 Systemmatrix A ist nicht diagonalisierbar

In dieser letzten Sektion wollen wir uns mit den restlichen Matrizen beschaftigen, also diejenigen,
welche nicht diagonalisierbar sind. In solchen Fadllen miissen wir uns erstmal anderen Methodiken
bedienen, um ein Fundamentalsystem zu berechnen. Auch hier erinnern wir uns an das erste
Semester und die Aquivalenzen

A € K™ ist nicht diagonalisierbar < Z dim(Eig(A)) <n (2.38)
Ap ist EW
< JAAist Eigenwert und geomVfht(A) < algVtht(A).

Gleichzeitig stellen wir fest, dass Losungen der Bauart wie in —also exp(Ai-x)-qi mit g; als dem
zum Eigenwert A; zugehorigen Eigenvektor — auch weiterhin Losungen sind. Wegen erhalten
wir aber echt weniger als n viele solcher Losungen und damit kein vollstandiges Fundamentalsystem.
Wir wollen deswegen nun den Begriff des Eigenvektors , verallgemeinern“ und definierern dazu:

Definition 2.13 (Hauptvektoren)

Ein Vektor 0 # v € K™ heifle Hauptvektor der Stufe k € N zum Eigenwert A der Matrix A € K™*"
genau dann, wenn

(A=AEn)*v=0 wund (A—AE)*T-v#0

Aus dieser Definition resultieren nun einige Folgerungen:

Korrolar 2.13.1
Die Hauptvektoren erster Stufe einer Matrix zum Eigenwert A sind genau dessen Eigenvektoren .

Korrolar 2.13.2

Ist v # 0 ein Hauptvektor der Stufe k > 2 zum Eigenwert A, so ist (A —AEy,)v ein Hauptvektor der
Stufe k — 1 zum selben Eigenwert A.

Beweis: Setze w:= (A —AEn)v, so ist (A —AEq)* 'w =0, aber (A —AE.)* 2w # 0, damit dann auch
w # 0. ]

Korrolar 2.13.3

Die Hauptvektoren der Stufe k > 2 zum Eigenwert A sind von den Hauptvektoren der Stufen
k' < k—1zum selben Eigenwert A linear unabhéngig.

Beweis: Seien vy,...,v; mit r < n die Hauptvektoren der Stufen k’ < k— 1, so folgte aus dem Ansatz
der linearen Abhangigkeit
T T
W:ij\)j mit Z‘uﬂ #0
j=1 =1
die widerspruichliche Bedingung

(A=AE) Tw=> 1 (A—AE)" v =0.4
j=1 =0

Korrolar 2.13.4
Sei Hy := {v e K" ‘ (A —=AE )k = O} = ker ((A — ?\En)k) die Menge aller Hauptvektoren vom
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Grad < k zum Eigenwert A mit der 0, so gelte fiir alle k € N:

{0} C Eig(\) =Hi(A) € Ha(A) € -+ C H(A) S K™

Korrolar 2.13.5

Die Gesamtheit aller Hauptvektoren der Stufe < k zum Eigenwert A spannt den Unterraum
ker(A —AEq)* ¢ K™ auf.

Korrolar 2.13.6
Ist Hi(A) = Hy41(A) fur ein k € N erfiillt, so folgt

vr > kHe(A) = Hypr (M)

Beweis:

C trivial, folgt aus Korollar[2.13.4
O Wir zeigen dies durch vollstandige Induktion.

IA (r=k): trivial, dies ist genau die Voraussetzung.

IS (r—r+1):
Gelte schon H,,1(A) C H,(A) fiir ein v > k. Sei v € ker(A —AE,)™2 = H,,,(A), also 0 =
(A —AEn)"2v = (A —AE,)" (A —AE,)v, womit (A —AEn)v € Hyy (M) gilt. Mit der IV folgt
dann ebenfalls, dass (A —AEn)v € Hy(A), was allerdings implziert, dass (A — AEL) v =0,
woraus folgt, dass v € H,41(v).

]

Korrolar 2.13.7

Aus den Korollaren [2.13.3|bis|2.13.6|folgt die Existenz eines kleinsten Index f =f(A) , fur den
gelte, dass

{0} C Eig(\) = Hy(A) € Ha(A) C -+ € He(A) = Hean (A), (2.39)

wobei die ersten f Inklusionen echt sind.

Wir definieren weiter:

Definition 2.14 (Fittingindex und Hauptriume)

Die durch die Eigenschaft charakterisierte Zahl f = f(A) € N heise der Fittingindex —
oder kurz auch der Index — des Eigenwertes A einer Matrix A € K™*™. Fur diesen Index gilt stets
f(A) <n.

Der Unterraum H¢(A) = ker(A — AE,)" € K™ heifle der verallgemeinerte Eigenraum oder auch
Hauptraum von A zum Eigenwert A.

Der folgende Satz soll nun die Frage beantworten, wie grof3 dim(H¢(A)) ist:

Satz 2.19 (Zusammenhang Fittingindex und algebraische Vielfachheit)

Sei @ € End(V) auf einem K-Vektorraum V mit dim(V) < oco. Gegeben seien dann die
Darsstellungsmatrix A € K™™ der Linearen Abbildung ¢ und ein Eigenwert A, von A mit
geomVfht(A,) < algVfht(A.) = k. Dann gebe es zum Eigenwert A, genau k linear unabhangige
Hauptvektoren von A und somit eine Zahl f < n mit

geomVfht(A,) = dim(H; (A,)) S dim(H(A,)) < -+~ < dim(H¢(A,)) = dim(He (A)) = k.
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Beweis: Die Existenz einer solchen Zahl f ist durch Korollar[2.13.7|gesichert, da V endlichdimensional
ist. Ebenfalls ist die linke Seite der Kette ,,geomVfht(A,) = dim(H; (A,))“ trivial, da H; (A,) genau dem
Eigenraum des Eigenwertes A, entspricht und die Gleichung somit mit Satz aus dem ersten Semester
gilt. Die Kette sei ebenfalls mit Korollar[2.13.7|begriindet, genauso wie dim(H;(A,)) = dim(Hi11(A.))
fur 1 > f. Wir wollen also nun zeigen, dass dim(H¢(A.)) = k gilt. Wir nutzen deswegen die Stelle
hier um einige Begrifflichkeiten aus dem ersten Semester nocheinmal zu wiederholen respektive zu
erweitern:

Definition 2.15 (Invariante Unterrdume, Direkte Summen und Polynomringe)

(a) Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und ¢ € Lin(V,V) eine lineare Abbildung. Dann
heile ein Untervektorraum U C V @-invariant genau dann, wenn gelte, dass

e(UW) C U

(b) Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Es sei Uj,...,U; eine Familie von
Untervektorraumen von V. Man sagt, dass V die direkte Summe der U; ist, wenn die
beiden folgenden Bedingungen erfullt sind.

m
e YweV.duy €Uyl gigm.v:Zui
i=1

e Vi<i<m.Uin | ) U | ={o}

j#i

(c) Ein Polynomring K[X] tiber dem Korper K bestehe aus allen Polynomen der Form

n
P=> a-X,
i=0

wobei n € Nund q; € K fir alle i gelten muss. Es ist eine komponentenweise Addition und
eine Multiplikation, mit einer distributiven Fortsetzung der Regel

XM XM = X

)

auf K[X] definiert.

(d) Sei K ein Korper und K[X] der auf dem Korper K definierte Polynomring. Ein Polynom
T € K[X] heie Teiler eines Polynoms P € K[X] genau dann, wenn ein Polynom Q € K[X]
existiert, so dass

P=T-Q
gelte.
(e) Seien Py,...,Pn € K[X] Polynome auf dem Polynomring iiber dem Korper K. Ein weiteres
Polynom T € K[X] heifle gemeinsamer Teiler der Polynome Pq,...,Py genau dann, wenn T

Teiler eines jeden Polynoms P; mit 1 <1< nist.

(f) Seien Py,...,Pn € K[X] Polynome auf dem Polynomring tiber dem Korper K. Py,...,Py
heilen teilerfremd genau dann, wenn sie aufler Konstanten (c # 0) keine weiteren
gemeinsamen Teiler besitzen.

Wir wollen ebenso den Begriff der adjungierten Matrix nochmal auffrischen und definieren
deswegen:
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Definition 2.16 (Minoren und adjungierte Matrizen)

Sei A € K™™ mit einem n > 2. Dann heile die Matrix A(s,t) € Km=Dx(=1) welche durch das
Streichen der s-ten Zeile und t-ten Spalte von A entstand, ein Minor von A.
Man bilde dann die Matrix B = (b; ;) mit

bij=(—1)" - det(A(j,1))

fur 1 <1i,j <n,soheile B die zu A adjungierte Matrix und wird auch gern als Adj(A) bezeichnet.

Wir stellen in diesem Zusammenhang folgende Aussage auf:

Satz 2.20 (Satz der Adjungierten)

Fur eine Matrix A € K™™ mit n > 2, ihrer Determinante det(A), sowie ihrer Adjungierten
Adj(A) gelte

det(A)-En =A-Adj(A) = Adj(A) - A.

Beweis: Sei C = (cij) = Adj(A) - A, so gelte

n

Cij = D bix-a;
k=1
n

= ) (D" det(A(k,1) - ay,.
k=1

Nun gilt aber ebenso, dass det(A(k,1)) = (—1)* . det /fz\k)i, wobei /ik,i definiert ist, als

an e ari—1 0 ati+1 e ain
B k1,1 --- Q1i-1 0 Qk1i41 ... Qo
Ai=| ax1 - a1 1 agisr ... akn |
A1l -ee Qrgtic1 O Qrprier -.. Qrgin
an,1 e An,i—1 0 An,i+1 e Qnn

denn durch (k — 1) Zeilenvertauschungen und (i — 1) Spaltenvertauschungen kann man /Kk,i auf die

Form
1 *
( 0] A(k,i) )

brigen und dafiir gilt bekanntermafSen, dass

det(Ay;) = (—1) kT .det< (]) A(lt 3 ) = (—1)¥¥*. det(A(k,1)).
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Also folgt damit dann unmittelbar, dass

cij = (—1)* . det(A(k,1)) - ay;

M= TM-

(—1)¥F* (=) det(Ays) - ax

k=1
a; .. i 00 i .. aip
n Q1,1 e+ Q111 0 Q1441 -er QGxin
= Z det ax,1 eee Oki—1 Gkj o Akjit N
k=1 k41,1 --r Qkticl 00 Qrgtigl --e Qrgin
n,1 «-r Qnji-l 0 ani+1  «.-  Onn
alr ... A1 ai; arivyr ... Qin
Ak—1,1 -+ Ok—Ti-1 | Ok—1j | Ok—Ti+1 --- Qk—1In
= det a1 P ¢ ak.j Ak,it1 R
Ak+1,1 oo Ok41i-1 | Q41§ | Qk+1,i+1 +-+ Qk+1n
an1 ... Qnji-l anj Ani+1  ---  Onn
B 0 , wenn i # j
- det(A) ,wenni=j °

Daraus schlieflen wir dann schlussendlich, dass C =det(A) - E;, gelte. Die andere Aussage zeigt man
dann analog. [
Neben dem Satz der Adjungierten lernen wir nun einen Satz kennen, der fir den folgenden Beweis
relativ wichtig ist.

Satz 2.21 (Satz von Cayley-Hamilton)

Sei also K ein Korper und A € K™*™ eine Matrix auf K mit charakteristischem Polynom pa (A).
Dann erfiille A den Zusammenhang

PAA)=A"+a;- A"+ +an 1 -A4an-E,=0.

Beweis: Fir n =1 ist der Satz trivial. Sei also (E n > 2. Dann betrachte man die Matrix Adj(AE, —A).
Alle Eintréage sind Polynome vom Grad & < n—1, es sind Minoren von (AE,, —A). Wir konnen also
schreiben:

n—1
Adj(AEn—A) =) B;i-A' fiir Bye K™™,
i=0

Mit dem Satz der Adjungierten (Satz|2.20) folgt dann
n—1

(AEn —A)-Adj(AEn —A) = (AEn —A) - (Z B - 7\i> =pa(A) - En.
i0

Daraus schlieflen wir, dass
n—1 ' n—1 )
D Bi-ATT—) ABA'=pa(A)-En.
i=0 i=0
~——

Bi_1-Al

s

—_

1
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Koeffizientenvergleich liefert dann:

(A"): Bn = En AT
A" ): Bpa — ABny = a1 Ey A
AY: By — AB; = an1 En Al
(A9) : — AB = a, En AC=E,
1
(AM):  A"B,_; — AN
A1) AMTBy, — AMByy = ap  AM
(7\]) . ABO — AZB] = Qan—] A

Eine Addition der Gleichungen liefert dann die zu zeigende Aussage mit

At4+a;- A" 4. +an 1 A4an-En=0.

~~

=pa(A)

Korrolar 2.21

Sei ¢ € Lin(V,V) mit V einem endlichdimensionalen K-Vektorraum, so gelte fur das
charakteristische Polynom, dass

Pole)=0.

Seien noch folgende Satze bekannt:

Satz 2.22 (Satz iiber die teilerfremde Zerlegung)

Sei ¢ € Lin(V,V), wobei V ein K-Vektorraum sei und K ein Korper, sowie py = P - Q eine
Faktorzerlegung des charakteristischen Polynoms in teilerfremde Polynome P, Q € K[X]. So gelte
die direkte Summenzerlegung

V =ker(P(A)) @ ker(Q(A)),

wobei diese Riume @-invariant sind. Die Einschrankung P(¢) |ker(Q((p)) ist dann bijektiv.

Beweis: Nach dem Lemma von Bezoutﬂ (Lemma [3.11) gibt es Polynome S, T € K[X] mit
S-P+T-Q=1.

Sei U =kerP(¢@) und W =kerQ(¢), sowie v € V. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton (Satz[2.21|)
und dessen Korollar gelte somit

0=pe(@) =(P(e)oQ(¢))(v) =Ple)(Q(e)(V)),

?Das Lemma von Bezout wird in Kapitel noch eine grofie Rolle spielen. Da die Aussage hier aber sowieso nur eine
Hilfsaussage ist, verschieben wir den Beweis des Lemmas auf einen spateren Zeitpunkt.
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und somit ist im Q(¢) C ker P(¢) und umgekehrt. Aus

v = Idy(v)
= (SP+TQ)(e)(v)
= S(@)(Ple)))+T(e)(Q¢)(Vv))
= P(@)(S(e)(V))+ Q@) (T(@)(v))

ist abzulesen, dass der linke Summand zu imP(¢@) C ker(Q(¢)), der rechte zu im Q(¢)
gehort. Es liegt also eine Summenzerlegung vor, welche auch direkt ist, da auch P(¢@)(v) =
0 sofort v =0 folgt. Dass die Rdume ¢@-invariant sind ist trivial. Zu v € ker Q(¢) ist

v=3(9)(P(@)(v)) +T(@)(Q(e)(v)) = S(@)(P(@)(v)) =P(@)(S(e)(v)),

das heifit es gelte imP(¢) = ker Q(¢) und somit ist P(¢) ‘ker(Q(
Wir stellen nun noch einen letzten Satz vor, welchen wir anschliefend im Beweis des eigentlichen
Satzes verwenden wollen:

Satz 2.23 (Satz der direkten Summenzerlegung)

Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Lin(V,V). Es sei V = U & W eine direkte
Summenzerlegung von V in ¢-invariante Unterrdume. Dann gelte fiir das charakteristische

C kerP(¢@)
Qle)(v) =

o)) auch surjektiv, damit bijektiv. [J

Polynom
Pe(M) =Py (AP (A)
Beweis: Sei {m,...,uk} eine Basis von U und {w1,...,wm} eine Basis von W, so dass B =
{Lq yeeey Wy WT,. .. ,wm} eine Basis von V ist. Bezliglich der Basis B wird ¢ durch die Blockmatrix

M = (g g) beschrieben, wobei C (p‘u und D (p’w beschreibt. Damit gilt nach Satz aus C1, dass

Po(N) =pm(A) = det(AE, — M) = det(AE, — C)det(AE, — D) =p ‘P|u(7\) P ‘P|w(7\) O
Wir kehren nun zum Beweis des eigentlichen Satzes zurtick. Wir schreiben also das charakteristische

Polynom zu ¢ als py(A) = (A — A% Q, wobei (A —A,)*in Q nicht als Linearfaktor auftaucht. Das
heiflt ebenso k = algVfht(A,). Dann sind P = (A —A,)* und Q teilerfremd und mit Satz dann

V =kerP(¢p) D kerQ(o)

und
P(@) = (@ — A En)*:ker Q(¢@) = ker Q(¢)

ist eine Bijektion. Es sei ferner H¢(&) = ker P(¢), wobei ,,0“ klar ist und sich ,,C“ daraus ergibt, dass
hohere Potenzen von (A — A,) wegen der eben erwahnten Bijektivitat auf ker Q(¢) keine weiteren
Elemente annulieren. Mit Satz folgt dann fur pj, dass

PA =P1(A) - p2(A),

wobei p; das charakteristische Polynom zu (p‘Hf und p; zu (p‘kerQ((p) ist. Da (@ —A,)¥ auf Hy eine

Nullabbildung ist, ist das Minimalpolynom zu ¢ ‘Hf und damit auch das charakteristische Polynom
p1 eine Potenz von (A —A,), wir setzten

p1=A—A)Y wobei d =dim(H¢(A,)) sei.

Damit gilt auch automatisch d <k, da p7 ein Teiler von p, ist. Gelte nun d < k, so miisste A, eine
Nullstelle von p; sein und A, ware ein Eigenwert von ¢ ‘ker(Q((p). Dies ist aber ein Widerspruch zu
der Aussage, dass P(¢) auf diesem Raum eine Bijektion ist. ]
Gelte zudem aber noch folgender Satz:



KAPITEL 2. GEWOHNLICHE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 101

Satz 2.24 (Lineare Unabhdingigkeit und de-facto Disjunktheit)
Es sei A € K™ gegeben.

(a) Ist v ein Hauptvektor der Stufe j + 1 zum Eigenwert A, so ist das Vektorsystem bestehend
aus do =v, dy =ker(A —AEq)v, ..., dj = ker(A —AE,)v linear unabhiéngig.

(b) Fur je zwei Eigenwerte A # u der Matrix A mit Indizes f und g gilt H¢(A) = {0}.

Beweis:

(a) Angenommen die Vektoren waren nicht linear unabhéngig, so gabe es mindestens ein c; # 0, so

dass .
j
Z CkVk = 0.
k=0

Sei in dieser Gleichung { der grofite Index mit ¢¢ # 0. Dann lasst sich der Hauptvektor d; der
Stufe { als Linearkombination von Hauptvektoren kleinerer Stufen schreiben. Gleichzeitig ware
dann aber ker(A —AE,)""! = 0 im Widerspruch zur Definition eines Hauptvektors der Stufe
(. Folglich kann der Nullvektor nur als triviale Linearkombination geschrieben werden, das
Vektorsystem ist linear unabhangig.

(b) SeioBdA. f>g. Ware nun 0 # v € (ker(H¢(A)) Nker(Hg(n)), so gabe es eine Zahl 0 <j < f—1
mit Hj;1(A)v—0und H;(A)v # 0. Dann ware aber auch

g min{g,j}
0= Hyfialy = (A= wEn + (A= AEDT = (¢) = Hilh -3

i=0
wobei &; ;= (?) A—p)97t£0 gilt, was in Widerspruch zu Aussage|(a)|steht.

Wir erhalten damit dann schlussendlich die Aussage:
Satz 2.25 (Aufspannen des C™)

Sind Ay,...,An die paarweise verschiedenen Eigenwerte der Matrix A € C™*™ mit Vielfachheit
Ki,...,km und bezeichnen E(A;) := ker(A —; En) ) die Hauptraume von A, so gilt die direkte

Zerlegung
m
=PEN),
i=1

das heif3t der Vektorraum C™" besitzt eine Basis aus Hauptvektoren von A.

Beweis: Satz stellt zunédchst die Direktheit der Summe E(A) ® E(A;) =: U sicher. Wir zeigen
nun, dass auch U NEA3) = {O} gilt, woraus sich die Dlrekthelt der Summe E(7\1) D EN) ®E(A3)
ergibt und per Induktion somit die Behauptung, da ja dim(E;) = k; und ZJ 1

Ware also nun UNE(A3) # {O}, so gdbeesein 0 #v € E(?\g,) sowie wy € E(A7) und wj € E(A;) mit
v=wi+w; € U. Sei g:= max{f(M),f(Az),f(?\g)}. Dann ware

0 = H (7\3)V=((7\1—7\3)En+H1(7\1))9W1+((7\2—7\3)En+H1(7\2))9W
= Z& (A1 W1+Zm (A2)wz =121+ 25
mit &; == (%) AN =A3)9 0 £ (1) (A2 —A3)97 " =m; und z7 € E(A7), sowie z; € E(A;). Wegen der

Direktheit der Summe von E(A;) und E(A;) folgt aber hieraus, dass z; = 0 = z;, was allerdings im

Widerspruch zu Satz steht. O
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Der abschlieffende Satz soll nun noch den Zusammenhang zwischen Hauptvektoren und dem Finden
eines Fundamentalsystems klarstellen.

Satz 2.26 (Fundamentalsystem im nicht-diagonalisierbaren Fall)

Sei A € K™™ und A € C ein Eigenwert von A. Seien vy,...,vk eine ,Kette” von Hauptvektoren
zum Eigenwert A, heifSt vj ist der Hauptvektor der Stufe j zum Eigenwert A, es gilt (nach Korollar
2.13.2):

(A —AEn)vjt1 =vj (2.40)
(a) Dann ist
k=1 i
y(x) :=exp(Ax) - (Z ka_i> (2.41)
i=0

eine Losung des Differentialgleichungssystems
y =Ay (2.42)
(b) Es gibt dann ein Fundamentalsystem fiir (2.42), welches aus Funktion der Bauart

(2.40)/(2.41) besteht. Jeder Eigenwert A € C tragt dabei genau k := algVftht(A)
Fundamentallosungen bei.

Beweis:

(a) Wir setzen dazu (2.41) in (2.42) ein:

1', k=1 _; k—1. 1 1
X
Ay —y' =exp(Ax) - (Z —Av_ 1) — Aexp(Ax) - (ZOF Vi 1) + exp(Ax) - <Z vk_i>
i= 1=0
Nach Potenzen sortiert ergibt sich:
k— = 0, da Eigenvektor

i m—1
y' — Ay =exp(Ax) - Z—‘ (AVk—i — AVi—1 — Vi 1—1)+m—

—
(AV] —7\\)1) =0

=(A=AEn )V i—Vik i1

= 0 nach (2.40)

(b) Folgt nahezu unmittelbar aus Korollar [2.13.2|und den Satzen -

Mit der Hilfe von Hauptvektoren konnen wir immer Fundamentalsysteme berechnen. Wir

brauchen die Hauptvektoren allerdings (nur) dann, wenn es nicht , genug” linear unabhangige
Eigenvektoren gibt.

2.4.2.4 Fundamentalsysteme bei Jordanmatrizen

Neben den eben vorgestellten Fallen gibt es auch andere Matrixformen, bei der die
Hauptvektorbestimmung einfacher sein kann. Wir wollen deswegen hier nur kurz auf

Jordanmatrizen und die Jardan’schen Normalformen eingehen. Wir definieren deswegen an dieser
Stelle:
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Definition 2.17 (Jordanblock, Jordan’sche Normalform)
Fur ein r > 1 und ein A € K heifSe die Matrix

A A ,wenni=j

Je(A) = Jpr = =) =01 o wennj =it IAT< i< (2.43)
A 0 ,sonst

mit J+(A) € K™" ein Jordanblock der Grofie r zum Eigenwert A. Wir bezeichnen ein |, welches
zu einer Matrix A € K™*™ mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten A;, 1 <i<m <nund
deren Vielfachheiten ki, 1 <1< m mit k; +--- + Kk, = n dhnlich ist un dessen Form

Ja,(A1) 0 ... 0
j=| © o e K™ (2.44)
: 0
O coe 0 ]dT (}\r)
mit A1,...,Ar € K, dy,...,dr € Nund r > m, sowie Ay,...,A; sind nicht unbedingt paarweise

verschieden und J g, (A;) ist definiert nach (2.43)), entspricht als in Jordannormalform stehend.
Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes A; entspricht genau der Anzahl an Jordanblocken
zum FEigenwert A; in J. Das charakteristische Polynom von | sei dann durch

T

prA) = (=" JJA—a)*

i=1

definiert.

Anmerkung

Ohne Beweis sei an dieser Stelle angemerkt, dass eine jede Matrix A € K™ eine solche

Jordannormalform besitzt, welche bis auf das Tauschen der Jordanblocke eindeutig ist.

Die einzige Frage, die es jetzt noch zu beantworten gilt, ist warum das Finden von
Fundamentalsystemen bei bekannten Jordanformen leichter ist. Wir konnen namlich nun die
Fundamentalmatrix aus den einzelenen Teilen zusammensetzen, sprich fiir einen jeden Jordanblock
Jx(A) ergibt sich eine Fundamentalmatrix

exp(Ax) xexp(Ax)
0 exp(Ax) - (x cexp(Ax) _{O , falls i >

. (’J.‘]T;!-exp(Ax) Jfallsi<j<r’

0 e 0 exp(Ax)

W(J:(A)) = (wy) =

Die Fundamentalmatrix W(J) ergibt sich dann durch das Zusammenstecken der einzelnen
Fundamentalblocke:

W(Jq,(A1)) 0 ... 0
I :
0 . 0 W4 (W)

Um eine Fundamentallosung fiir A auszurechnen, muss nun die Fundamentallosung von | mit der
Ahnlichkeitsmatrix multipliziert werden, es ergibt sich also

yi(x) = C-zi(x), wobei 1 <1i< d,, z; der Spaltenvektor von W(]) und | = C'AC.
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Wir behandeln hier allerdings Jordanmatrizen nur am Rande aufgrund ihrer besonders schlechten
Kondition, weswegen sie in der numerischen Mathematik meistens vermieden werden.

2.4.3 Teilaufgabe (P) — Bestimmung einer partikuliaren Losung

Wir beschaftigen uns nun wieder mit einem inhomogenen System an Differentialgleichungen
erster Ordnung (wie in (2.33))). Nach Satz brauchen wir nun noch eine Losung yp des
inhomogenen Systems, um die Losungsgesamtheit zu kennen. Wir wollen nun voraussetzen, dass
ein Fundamentalsystem bereis gefunden wurde, wir bezeichnen dies als {ys,...,yn}.

Kleine Notiz am Rande
Ab hier darf die Systemmatrix A auch durchaus wieder von der Veranderlichen abhangen, da

wir voraussetzen ein Fundamentalsystem bereits gefunden zu haben. Zugegeben konnte diese
Aufgabe dann wieder schwierig sein bei einer Abhangigkeit von der Veranderlichen.

Den Ansatz um nun auf eine partikuldre Losung von zu kommen kennen wir bereits aus
Kapitel n wir variieren der Konstanten (VdK). Es kommt also zu folgendem Ansatz:

n
= cil¥)yilx) = Wix)e(x) (2.45)
i=1
Wir setzen dies nun — zur Bestimmung der c; —in (2.33) ein und erhalten:
Z5) v
() = Ayp(0) + b0 B Y e/ +th x)y{(x) ch X)Ay; () + b(x)
i=1

Da die y; Losungen der homogenen Differentlalglelchung sind, fallen dle unterstrichenen Summen
weg (sie sind nach (2.34) identisch), man erhalt zum Schluss

3 cl(x)yi(x) =b(x)
i=1

= W(x)c’(x)
Wir erhalten damit folgenden Satz:
Satz 2.27 (Partikuldre Losung eines inhomogenen Differentialgleichungssytems erster Ordnung)

Seien die Matrixfunktion A € Abb(R,R™*"), sowie die Vektorfunktion b € Abb(R,R™) mit b # 0
gegeben und stetig, und sei daraus das Differentialgleichungssystem

y'(x) = A(x)y(x) +b(x) (2.33|wiederholt)
definiert. Beschreibe {yi,...,yn} ein Fundamentalsystem der Systemmatrix, so ist eine

partikulare Losung des Differentialgleichungssystems gegeben durch
yp(x) = Wx)e(x), (2.46)

wobei sich c(x) aus der trivialen Differentialgleichung

c/(x) :=WAr=1(x)b(x) (2.47)

bestimmt.
Beweis: Dieser Satz ergibt sich genau so aus der obigen Herleitung. ]
Beispiel 2.14: Bestimmen Sie die allgemeine Losung von z’ = <1j> =Az+(= (31 1) (;EB) +

(_21) exp(t). Wir losen dazu wieder die zwei Probleme (H) und (P):
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: Wir bestimmen also das Fundamentalsystem zur Matrix A und damit zuerst deren Eigenwerte

und -vektoren. Wir stellen dazu wiederum das charakteristische Polynom auf und bestimmen
davon die Nullstellen:

T—A 1

P(A) =det 4 12

‘:(1—7\)2—4:)\2—27\—3

Die Nullstellen A ; bestimmen sich nun tiber die Mitternachtsformel, wir erhalten

24\ /A—4-1-(=3) 2+4 3=2A
A= 5T 53 _ :H:zz{ ‘

2 —1=A
Wir bestimmen daraufhin die Eigenvektoren zu den beide Eigenwerten:

A1 =3: Wir losen also das Lineare Gleichungssystem
-2 1 ) Vi) 0
4 —2 A% ~\0/°
—2 1 0 2 -2 110 1
<4 —2‘o>3+ - <o o‘o) W"M_(z)
Ay =—1: Wir losen also das Lineare Gleichungssystem
21 ) Vi) 0
4 2 V2 ~\0/"°
2110 ((=2) 2110 1
(42‘0> . - (00‘0) - “2_(—2)

Wir erkennen, dass die Eigenvektoren fiir eine Bestimmung des Fundamentalsystems
ausreichen, eine weitere Bestimmung von Hauptvektoren ist somit nicht notwendig. Wir
stellen das Fundamentalsystem und damit dann die Wronskideterminante mit

1 1 3 y
FS — { (2> -exp(3-1), (_2) -exp(—t)} W) = (ze;(fp((a -tt)) —Ziia(t—)t))

auf.

: Nun bestimmen wir eine partikulare Losung der Differentialgleichung. Wir 16sen dazu eine

Differentialgleichung, wie sie in (2.47) gegeben ist. Dazu mussen wir an dieser Stelle zuerst
W~ berechnen}

wly=— . <—28XP(—t) —exp(—t)) _ (%exp(—st) J‘;exp(—St))
ey \“2ep(-0) expB3-t) )\ jexplt)  —jexplt)

Eingesetzt in (2.47) ergibt sich somit

Lo A _ (Sexp(—2t)
/() =W (t)-b(t) = (4§exp(2t) )

3Selbstverstandlich ist es einfacher und vor allen bei grofieren Matrizen numerisch gesehen besser, wenn wir den
Zusammenhang (2.47) als zu 16sendes lineares Gleichungssystem auffassen. Da aber W hier nur eine 2 x 2-Matrix ist,
brauchen wir auf diese Losungsart vorerst nicht eingehen.
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l6sen wir diese Differentialgleichung durch einfaches Integrieren, erhalten wir

3
_ [—3exp(—2t)
cto=("Torm )
Die partikulare Losung erhalten wir dann durch das Einsetzen in (2.46):

Lex
xp(t) =W(t)-c(t) = (_“zeefﬁ@ '

Durch das Zusammensetzen der beiden Losungen erhalten wir den Raum der inhomogenen
Losungsmenge mit

Linhom = {c1,cz eR : x(t)=cy- G) ~exp(3-t)+cy- (_]2> -exp(—t) +%- (—]8) exp(t)}.

3K

2.5 Lineare skalare Differenzialgleichungen hoherer Ordnung

Wir wollen nun noch einmal kurz folgende Art von Differentialgleichungen betrachten:

Definition 2.9 (Lineare Differentialgleichungen)

Sei I C R ein Intervall und seien ayp,...,an,b € Abb(I,R) stetig. Dann heifle eine
Differentialgleichung der Form

>_ailxy =b(x) (2.1)
i=0

eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist das sogenannte Storglied b(x) null -
sprich fir alle x € I gelte, dass b(x) = 0 — so nennt man die Differentialgleichung homogen,
andernfalls inhomogen.

Man nennt die Differentialgleichung normiert genau dann, wenn an(x):=1.

Auch wenn wir solche speziellen Differentialgleichungen mit Lemma und Kapitel 2.4 bereits
l6sen konnen, wollen wir uns diesen Prozess einmal genauer anschauen. Denn wir werden feststellen,
dass viele rechenaufwandige Schritte ausgelassen werden konnen und damit sogar leicht exakte
Losungen von Differentialgleichungen mit von der Veranderlichen abhangigen Koeffizienten moglich
ist.

Lemma |2.1|liefert dann fur die Systemmatrix A des zugehorigen Systems

0 1T 0 ... 0 0
Ax) = O O 0 ? und fur die Vektorfunktion b(x) := -
_ao _ani] b(x)

Wir wissen allerdings ebenso, dass von den Fundamentallosungen — wegen des skalaren Problems
— nur die erste Komponente relevant ist. Sei nun also angenommen, dass die a; konstant sind, so
brauchen wir um Eigenwerte und -vektoren zu berechnen das charakteristische Polynom von A.
Interessanterweise gilt der folgende Satz, der eine Berechnung desselbigen stark vereinfacht:

Satz 2.28 (Charakteristisches Polynom von Systemmatrizen lin. skalarer DGL'en n-ter Ord.)
Sei eine Matrix A € R™™ mit n > 2 der Form

o 1 0 ... 0

Ax)=| ¢ o e e 0
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gegeben, so hat sie das charakteristische Polynom

n—1
pn(A) = (=T)™- (7\“ +3y aﬂ\i) (2.48)
i=0

Beweis: Wir zeigen dies durch vollstandige Induktion.

IA (n=2):

1
Az = (_(zlo _a]) = pa(A) =A@ +A) + ap =N+ a1A+ag v
IS m—=n+1):
Gelte nun fir p, einer Systemmatrix A der obigen Form bereits der Zusammenhang (2.48).
Dann gelte fur pn41:

A 1 0 0
0 .. - . :
pnt1(A) = det(Aqi1 —AEngg)=det| © .. o 0
0 0 —A 1
—ap ... —Qn_1] —Qan—A
A 1 0 0 1
0 . - . : —A
D (a)det| oo = (-1MEeagdet| e
0 - 0 —A 1 S
—aq - —Qp_1 —an—A —A
n . n .
2 (A (=D (AwZam”) + (=" (—ag) = (=)™ (A““ +Zaw> :
i=1 i=0

wobei an Stelle (%) der Laplace’sche Entwicklungssatz bzgl. der ersten Spalte angewendet
wurde.

O
Als nachstes musste man eigentlich die Eigenraume (und eventuell Hauptraume) von A bestimmen.
In allgemeiner Form ist dies nachgewiesen schwierig. Aber wie eingangs bereits erwahnt benotigen
wir nur die erste Komponente. Nimmt man nun von y = p(x) * exp(Ax) die erste Komponente, so
erhalt man eine skalare Funktion der Form ys(x) = ps(x) exp(Ax), wobei A € C Eigenwert von A und
p ein Polynom von Grad g < algVfht(A) ist. Betrachtet man nun noch einmal genauer, so kann
man feststellen, dass eine Wahl von p als nacheinander 1, x, ..., x™ 1 mit r = algVftht(A) glnstig
ist, da sich einerseits alle algebraischen Vielfachheiten aller Eigenwerte in den komplexen Zahlen
immer zu n aufaddieren und andererseits die so entstehenden Funktionen immer linear unabhingig
sind. Wir erhalten somit n linear unabhadngige Losungen des homogenen Problems. Wir fassen diese
Erkenntnisse in einem Satz zusammen:
Satz 2.29 (Losungsraum der homogenen skalaren linearen Differentialgleichungen n-ter Ord.)

Sei g eine Differentialgleichung der Form (2.1) mit konstanten Koeffizienten a;, welche in
homogener Version vorliegt, so hat g folgende Basis B des homogenen Losungsraumes Lyom:
Fur jede Nullstelle des charakteristischen Polynoms (2.48) A; € C, mit Vielfachheit r;, nehme die
Funktionen

1

exp(Aix), x - exp(Aix),...,x"" " -exp(Aix)

1
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zur Basis mit auf.

Beweis: Der Satz ergibt sich aus den Voruberlegungen oben. ]
Wir stellen fest, dass das Finden einer Basis von Lo, und damit das Finden von homogenen Losungen
von ist fur lineare skalare Differentialgleichungen n-ter Ordnung erheblich ,einfacher” als bei
linearen Systemen erster Ordnung, da die Eigen- und Hauptvektoren der Systemmatrix nicht explizit
ausgerechnet werden mussen.

Was passiert bei Eigenwerten A; € C\R?

Wir haben uns bereits gegen Ende von Kapitel dieselbe Frage gestellt und gesehen,
dass, sofern eine Matrix A reell ist und sie einen komplexen Eigenwert hat, dieser immer
in Verbindung mit dem konjugiert komplexen Partner auftritt. Wir stellen durch gleiche
Uberlegungen fest, dass auch hier dann Satzzutrifft, also sollte A; = a + b - i komplexer
Eigenwert der reellen Matrix A sein, so auch M = a—Db -1 und wir erhalten als reelle
Fundamentallosungen

1
Y1/2,reell = 5(91 (%) £y2(x))

zu den komplexen Fundamentallosungen

Y12 =exp((a£bi)-x).

Beispiel 2.15: Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir y*) +6y” 4 12y” + 10y’ + 3y = 0.
Wir stellen dazu nach Satz das charakteristische Polynom mit

PA) =AM +6A3+ 1202 +10A +3

auf und suchen die Nullstellen des Polynoms. Durch ,cleveres Raten“ erhalten wir A; = —3 als
Nullstelle von p(A); wir erhalten als Restpolynom:

( A+ EAHTI2M2 +10A+3) = (A+3) =3+ 302+ 30+ 1= (A + 1),

— At =3\
3N 4+ 1202
—3A% —9\?
3A2 4+ 10A
—33 —9A
A+3
—A—=3
0
Damit ist die zweite Nullstelle A; = —1 mit einer algebraischen Vielfachheit von 3. Wir stellen damit

das Fundamentalsystem durch

F8§ = { exp(—3x),exp(—x),xexp(—x),xZ exp(—x)}

auf. %

Beispiel 2.16: Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem von y” +y’ +y = 0.
Wir stellen dazu das charakteristische Polynom durch p(A) = A + A+ 1 auf und bestimmen die

Nullstellen per Mitternachtsformel wie im ersten Semester mit Ay, = —% + \/}‘ —1= —% +1i- \/Tg
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Dadurch ist es uns moglich ein komplexes Fundamentalsystem durch

FSc = {exp(—sz) : <COS (?X) +1i-sin (?x)) }

aufzustellen und dieses mit Satz[2.18]in ein reelles mit

FSg = {exp(—sz) - COS (?x) yexp(—1/2x) - sin <?x> }

umzuwandeln. X
Neben Losungen fiir rein homogene Differentialgleichungen (Teilaufgabe (H)) wollen wir uns nun
wieder mir Losungsmethoden fiir inhomogene Differentialgleichungen beschaftigen. Wir verwenden
dazu einen ahnlichen Ansatz wie bereits in Kapitel Dazu betrachten wir wieder das zugehorige
System erster Ordnung

0 1 0 0 0
) 0 :
! = n + : 2.49
U eu (X) O O O .l U eu (X) O ( )
—Qg vttt —Op— b(X)

Wir finden nun wieder eine Losung mit dem Ansatz der Variation der Konstanten, also mit yp(x) =
W (x)c(x), wobei W(x) wieder die Wronskimatrix beschreibt. Wir erhalten daraufhin das LGS

W(x)c'(x) =b(x). (2.50)

Nach dem Losen integrieren wir komponentenweise und erhalten die ci(x), welche wir dann in den
Ansatz einsetzen um yp zu bestimmen. Wir fassen die Erkenntnisse in einem abschlieffenden Satz
zusammen:

Satz 2.30 (,, VAK” zum Finden einer partikuldiren Losung einer skalaren linearen DGI.)

Seien yi,...,yn M linear unabhingige Losungen der zu (2.1) gehorenden homogenen
Differentialgleichung. Dann ist (2.50) auch darstellbar als

yix) . ya(x) ¢/(x) 0
yid e untd | [ | | o
"0 Ly ) e b(x)

n
Ebenfalls ist dann yp(x) = >_ ci(x)yi(x) eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung,
i=1

wobei ci(x) eine beliebige Stammfunktion zu c{(x) ist.

Beweis: Dieser Satz wurde bereits in Kapitel genauer hergeleitet und ergibt sich hier aus den
Uberlegungen oben. O
Beispiel 2.17: Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung y” — 5y’ + 6y =4exp(t).
Wir losen dazu wieder die zwei Probleme (H) und (P):

(H): Wir bestimmen das charakteristische Polynom gemaf3 Satz[2.28/ mit

p(A) =N =50 +6

und die Nullstellen desselbigen iiber die Mitternachtsformel, wir erhalten A; =2 und A; =
3. Damit ergibt sich das Fundamentalsystem J§ = {exp(Zx),expBX)} und der homogene
Losungsraum mit

Lhom. = {c1,cz €eR: crexp(2x) +c exp(3x)}.
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(P): Wir verwenden Satz [2.30] und losen dann das durch (2.50) beschriebene lineare
77777 Gleichungssystem:

(exp(ZX) exp(3x) ‘ 0 )J-(Z) " (exp(Zx) exp(3x) ‘ 0 )

2exp(2x) 3exp(3x) | 4exp(x) + 0 exp(3x) | 4exp(x)
Wir bestimmen darauf die Losungen c)(x) =4 - exp(—2x) ~» c2(x) = —2exp(—2x) und somit
cq(x) = —4exp(—x) ~ ¢1(x) =4exp(—x). Damit lasst sich die partikuldre Losung darstellen als

Yp(x) =4exp(—x)-exp(2x) + (—2Zexp(—2x)) - exp(3x) = 2exp(x).
Wir bestimmen damit den allgemeinen Losungsraum mit
Yq € {c1,cz e R: crexp(2x) +crexp(3x) +2exp(x)}.

3K

Sei an dieser Stelle nun noch eine , Alternative® zu vorherigen Verfahren gegeben. Das Verfahren,
welches hier vorgestellt wird, hat besonders, dass man eine partikulare Losung y, ,schlau rat“ und
dann restliche Parameter uber Koeffizientenvergleiche bestimmt. Es sei also definiert:

Verfahren 2.2 (Ansatz vom Typ der rechten Seite)

Wir betrachten eine Differentialgleichung der Form ([2.1) mit dem charakteristischen Polynom p:

m
(1) Falls der inhomogene Anteil b von polynomieller Form ist, also b(x) = ijxj, wobei
j=0
m € Ny, by, #0 dann

m
(1a) Falls p(0) # 0 dann wahle den Ansatz y, := Z ocjxj.
j=0

m
(1b) Falls 0 eine r-fache Nullstelle von p ist dann wihle den Ansatz y, :=x"- Z oc)-xj.
j=0
(2) Falls der inhomogene Anteil b von reinexponentieller Form ist, also b(x) = b - exp(kx),
wobei k € C;b # 0 dann
(2a) Falls p(k) # 0 dann wahle den Ansatz yp, := o - exp(kx).
(2b) Falls k eine r-fache Nullstelle von p ist dann wahle den Ansatz yp, :=x" - « - exp(kx).

m
(3) Falls der inhomogene Anteil b von gemischter Form ist, also b(x) = exp(kx) Z bjxj, wobei
j=0
k € C,m € Ny, b, # 0 dann

m
(3a) Falls p(k) # 0 dann wahle den Ansatz y, := exp(kx) - Z ocjxj.
j=0
(3b) Falls k eine r-fache Nullstelle von p ist dann wihle den Ansatz y, := x" - exp(kx) -

m

)
3 o
j=0

Dabei sind die Parameter o oder «; Uber Koeffizientenvergleich zu berechnen. Sollte b(x) an

cos(wx) } enthalt, so wahle

sin(wx)

Stelle von oder zusatzlich zum Exponentialterm einen Faktor {
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b(x) := exp(i- w - x), es ist dann zu dieser komplexen Differentialgleichung eine komplexe

Real-
Imaginar-
Sollte b(x) nicht irgendeine der obigen Formen haben, allerdings nur aus Summanden jener
bestehen, so ist einfach fiir jeden Summanden eine partikuldre Losung zu finden und diese dann
anschlieSend in Gesamtheit wieder aufzusummieren.

partikuldre Losung zu bestimmen, welcher dann der }teil entnommen wird.

2.6 Numerische Verfahren

Wir wollen nun neben den analytischen — exakten — Methoden zum Losen von Anfangswertproblemen
auch noch einen kurzen Einblick in die numerischen Verfahren geben.

2.6.1 Numerische Losungsverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen
2.6.1.1 Einschrittverfahren zur Losung von Anfangswertaufgaben

Sei im Rahmen dieser Veranstaltung nur ein kurzer Ein- und Uberblick iiber die ,einfachsten” Verfahren
zur numerischen Integration eines Anfangswertproblems

y'(x) = f(x,y(x)),y(x0) = Yo (2.51)

gegeben. (E sei im Folgenden dieses Anfangswertproblem auf eine gewohnliche Differentialgleichung erster
Ordnung erlaubt, alle Formulierungen lassen aber auch — ohne Zusatz — eine vektorielle Formulierung
zu, sprich sie sind ebenso auf Differentialgleichungssysteme und Differentialgleichungen n-ter Ordnung
anzuwenden. Wir wollen nun mittels folgender Uberlegung auf ein erstes numerisches Verfahren zur
Losung des einfachsten Anfangswertproblems kommen:

Ist etwa die Losung y(x) auf dem Intervall I := [a,b] mit a := Xy zu bestimmen, so wihlt man

(a) Das EuLer-CaucHY’scHE Polygonzugverfahren (b) Verbessertes EuLerverfahren

Abbildung 2.1: Skizzen zu Verfahren|2.3|und

n + 1 Stutzstellen x; € I 'in der Anordnung a :=xg < X3 < --- < Xp_1 < Xp =: b. Wir sagen dann
hj := xj411 — xj heifle Schrittweite der obigen Zerlegung von I und n heifSe Schrittzahl. Im Falle
einer dquidistanten Zerlegung ist die Schrittweite h := t% konstant, es gibt somit dquidistante
Stutzstellen x; = a+h-j. Wie schon in vorherigen Kapiteln immer wieder erwahnt entspricht der
Funktionswert f(x,y) ja nach genau der Steigung y’(x) der gesuchten exakten Losung y(x) an
der Stelle x € I. Wir wollen diesen Wert der Tangentensteigung nun in einem ersten Versuch durch
den Differenzenquotiente }ll(y (x +h) —y(x)) anndhern. Somit ergibt sich der Zusammenhang

y(x+h) =y(x)+h-fxy(x)). (2.52)

4geometrisch gesehen ist das ja der Wert der Sekantensteigung
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Ausgehend von den Anfangswerten x und yo = y(xo) gelangt man dann auf der endlichen Zerlegung
des Intervalls I zu Ndherungswerten n; fiir die Funktionswerte y; :=y(x;) der exakten Losung:

Mo :=Yo und Mj17 :=n; + hy - f(x5,Mj), X541 : =% + hy Vj=0,...,n—1 (2.53)

Wir verbinden nun die Knotenpunkte (xj,n;) und (%j11,Mj41) durch eine Gerade und erhalten somit
als Naherungslosung fir unser Anfangswertproblem (2.51) einen Polygonzug. Dieser wird dann
beschrieben durch

Mj+1 = 1) - (x =)
h; (2.54)

= nj+flgm)-(x—x)  x€xx,0<j<n—1

nx) = mny+

Wir wollen damit dann weiter definieren:

Verfahren 2.3 (EuLer-CaucHy’scHEs Polygonzugverfahren)

Sei das Anfangswertproblem (2.51) auf einem Intervall I := [a,b] mit a :=xy zu bestimmen. Sei
zudem eine endliche Zerlegung von I mit Schrittweite h; ;= xj 1 —x; und n + 1 Stutzstellen x; € 1
bekannt, so nennen wir das Verfahren

Mo := Yo und N1 :=n;j + hy - f(x5,M5), %11 :=xj + h; Vji=0,...,n—1 (2.53)

auch das EuLer-CaucHy’scHEs Polygonzugverfahren oder kurz das (explizite) EuLerverfahren.

Anmerkung

Die Naherungswerte n; hangen sicherlich von der Wahl der Schrittweiten h; ab (— , je kleiner die

h;, desto genauer die Naherungslosung®). Gelangt man mit anderen Schrittweiten ﬂj nun ebenfalls
zur Stiitzstelle x;, so wird der jetzt berechnete Naherungswert 1; aber im Allgemeinen von n;
verschieden sein.

Das eben definierte EurLer-CaucnHy’scHes Polygonzugverfahren (Verfahren zahlt zu den
sogenannten Einschrittverfahren.

Definition 2.18 (Einschrittverfahren)

Ein Einschrittverfahren zu naherungsweisen Losung der Aufgabe (2.51) besteht in Vorgeben
einer geeigneten Funktion ® = ®(x,y;h;f) und der Vorgabe der Berechnungsvorschrift

No:=Yo, MNj+1:=1;+hj- O(xj,nj;hj;f) ) B
Xj+] = Xj +hj VJ € {031,-..,11 1} (255)

mit deren Hilfe Naherungen nj fiir die Werte yj :=y(x;) der exakten Losung bestimmt werden.
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Man kann schnell erkennen, dass das EuLerverfahren ein Einschrittverfahren mit @ (x,y; h; f) :=
f(x,y) ist, die Schrittweite hier also keinen Einfluss hat.

Eine ganze Klasse von Einschrittverfahren gewinnt man aus der Taylorentwicklung der exakten
Losung y(x) in einer Umgebung des Startpunktes (xo,yo):

P
1

y(x) =) _ " (x0)(x—x0)" +Rpsa.
k=0

Vernachlédssigt man das Restglied Ry, (1, so erhélt man mit der Schrittweite h; :=x;;1 —x; den
Néaherungswert 1;,1 nach der Rechenvorschrift

i1 =15+ 1y - Zk,h}” ) =1+ 1y - ©(x;,m5: ;). (2.56)

Hierbei beschreibt y *) den Wert der k-ten Ableitung im Punkt (x;,n;). Wie eingangs bereits

angemerkt gilt gemaﬁ (2.51) y] = f(xj,m;). Hohere Ableitungen lassen sich dann im Prinzip
durch wiederholte Differentation nach x und Substitution von y’(x) aus (2.51)) gewinnen:

= f(XﬂJ)»
f(x, df(x,
T
af( y)

o%f
= B2 0 )+ E0RL e y)+ 2 ()

(2.57)

Setzt man hier nun in den rechten Seiten x = x; und y = n; ein, so hat man formelmafige
Ausdrucke fur die Grofien y(k) vorliegen. Man beachte aber, dass die Berechnung der hoheren
Ableitungen nach dem Schema sehr rasch kompliziert werden, so dass man sich bei den
Verfahren nur auf kleine p beschrankt. Mit dem Fall p = 1 liegt wieder das EuLerverfahren
vor.

Wir wollen nun das kennengelernte EuLerverfahren schrittweise verbessern. Die erste naive Idee ist
es hj — 0 gehen zu lassen. Wir verwerfen diese Idee wieder umgehend aufgrund von zu niedriger
Effizienz. Eine weitere Idee ist es, anstelle dem linken Wert des Intervalls zur Steigung einen Wert
moglichst in der Mitte des Intervalls zu nehmen. Auch hier stellt sich jedoch die Frage, wie man
diese Steigung aus der Mitte erhalt. Exakt ist das wie bereits erwahnt sehr schwer, wir erhalten aber

zumindest eine Naherung, indem wir zuerst einen ,halben” Schritt von x; nach x; + 5" mit obigem
EuLerverfahren machen, dort dann die Steigung ,,abgreifen und mit dieser ,verbesserten“ Steigung
den Schritt von x; nach xj;7 durchfuhren. Wir erhalten somit das Verfahren

Verfahren 2.4 (Verbessertes EuLerverfahren)

Die Idee des Verfahrens bleibt im Vergleich zu Verfahren gleich, lediglich andert sich die
Berechnungsvorschrift auf

. S Y SV IR 0 )
Mo=yo, Mt =y o (g4 Fomy + 5 o) } ¥e{0l,..,n—1}  (2.58)
Xj+1 ZZX]'-l-hj

Skizze verdeutlicht einen Schritt dieses Verfahrens und stellt in auch das
Genauigkeitsdelta dar.
Eine andere Idee sei es y’(xj11) durch eine Linearkombination von drei Werten y(xj41),y(x;) und
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y(xj—1) zu approximieren, also suchen wir «, 3,y € C, so dass
“'U(Xj+1)+[3'U(Xj)+V'U(Xj—1)éU/(XjH) (2.59)
gilt. Sei hier nun eine aquidistante Zerlegung gegeben, so konnen wir den Zusammenhang
auch als
o y(x01) +B-yxj11 —h) +v-y(xj41 —2h) (2.60)
schreiben. Mit der Taylorentwicklung nach h gilt dann

_h)2
GO = byt {y(xj+1)+(_h)'9/(xi+1)+( ;) 'U"(Xj+1)+(9(h3)]
_ 2

oy gan) + O(1)

= (o+B+Y) y(xjs1) +h- (=B —2y) -y (xj1) +h?- (%JFZY) " (xj11) +O(h?) (2.61)

!
~ Y (x41).

Wir erkennen schnell, dass der erste und letzte Faktor jeweils O sein miissen, der zweite aber 1 sein
muss, damit der Zusammenhang erfullt ist. Wir erhalten damit ein lineares Gleichungssystem

1T 1 1 x 0

3 1
0 =1 =2|-({B]=|[1],gelostergibt das oczz,B:—Z undyzz.
0 12 2 Y 0
Damit fassen wir nun (2.59) auf als
3 1
5 Yxj41) —2-y(x5) + ] Y1) =h-y'(xj41 + O(RP). (2.62)

Unter Ausnutzung von bekanntem Wissen, dass y'(xj+1) = f(xj41,y(xj41) gilt, sowie leicher
Umformung, erhalten wir dann das folgende Verfahren:

Verfahren 2.5 (Riickwdrtsdifferenzenmethode (BDF-2))
Sei das Anfangswertproblem (2.51) auf einem Intervall I := [a,b] mit a :=x( zu bestimmen. Sei
zudem eine endliche dquidistante Zerlegung von I mit Schrittweite h und n+1 Stitzstellen x; € 1,

sowie zwei Wertepaare (Xo,Yo) und (x71,y7) von Beginn an bekannt, so nennen wir das Verfahren
mit der Berechnungsvorschrift

3 1
No:=Yo,M :=Y1  3Mj+1 —2N0j+ 7Nj—1:= - F(xj41,M541) : _
Xj11:=%X+h vje {0,1,...,n—1}  (2.63)

auch Riickwirtsdifferenzenmethode oder Backwards-Difference-Formula (BDF-2). Die 2 steht
dabei fiir die Anzahl an zusatzlichen Termen, welche fiir die Berechnung benoétigt werden (hier
waren das ; und n;_). Verallgemeinert man das Verfahren auf k Terme, so ergibt sich ein BDF-k
Verfahren.

Anmerkung

Im Gegensatz zu Einschrittverfahren (nach Definition [2.18) kann die Funktion @ bei
Mehrschrittverfahren auch noch von vorherigen Knotenstellen (xj_1,n;-1) abhdngen.

Ein mogliches Problem

Man muss mit der Berechnungsvorschrift in (2.63) aufpassen, da diese im Allgemeinen nicht
imnmer nach n;; auflosbar ist. Abhilfe verschaffen dann hier die Verfahren zum Finden von
Fixpunkten beispielsweise das Newtonverfahren.
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Konsistenz, Diskretisationsfehler und Fehlerordnung
Leicht ist festzustellen, dass die Rechenvorschrift
sicher nur dann ein brauchbares Naherungsverfahren zur
Losung des Anfangswertproblems darstellen kann,
wenn @ (x,y; h;f) mit f(x,y) in einer bestimmten Relation
steht. Diese Relation resultiert aus im Limes hj — 0:

|

1

1

1

1

I
X

.1
&;Lnofj(nj+1 —1j) =y'(x5) = @(x},m;;0; ) ]
Abbildung 2.2: Zur geometrischen
Wir definieren mit dieser Erkenntnis: Bedeutung des lokalen
Definition 2.19 (Konsistenz von Einschrittverfahren) Diskretisationsfehlers

Ein Einschrittverfahren heife mit der
Differentialgleichung konsistent genau dann,
wenn
vx,y. ©(x,y;0;f) = f(x,y) (2.64)

Wegen verzichten wir nun bei konsistenten Einschrittverfahren auf das Argument f in der
Funktion O.

Die Wahl der Funktion @ nimmt ganz entscheidend Einfluss auf die Gute der Approximation der
exakten Losung. Gilt namlich @ (x,y;h) # f(x,y), so wird in jedem Schritt des Verfahrens mit
einer falschen Steigung gerechnet. Die dadurch entstehende Abweichung wird durch den lokalen
Diskretisationsfehler gemessen:

Definition 2.20 (Lokaler Diskretisationsfehler)
Sei y(X) die exakte Losung des Anfangswertproblems (2.51). Dann heifSe die Differenz

dj1:=Y(xj41) —y(xj) —h- O(x;,y(x;);h) (2.65)

der lokale Diskretisationsfehler an der Stelle x;,1 =x; +h.

Beispiel 2.18: Als Beispiel wollen wir nun den lokalen Diskretisationsfehler des EuLerverfahrens
bestimmen. Hat die Funktion f(x,y) stetig partielle Ableitungen nach x und y bis zur Ordnung p—1,
so ist die Losung y(x) des Anfangswertproblems sicher p-mal stetig differenzierbar und nach
Taylorentwicklung gilt:

p—1

y(x+h) :Z% yM(x) -hk+1%-hp yP)(&) mit & € (x,x+h) (2.66)
— k! !

Unter Verwendung der Formeln (2.57) resultiert

h? (af(x,y) L A% y)

y(x+h)—yx) =h-f(x,y) + =~ ~f(x,y)) + O(h?) fur h — 0.

2 0x oy
Mit x == %j,Xj41 : — =X + h und y; := y(x;) sowie der Beachtung von ®(x,y;h) = f(x,y) folgt dann
fur den lokalen Diskretisationsfehler des EuLerverfahrens an der Stelle x;,1:
h? [of of
dj 41 :7.( (a";y) + (a’;y) -f(x,y)> +0m3) 2% o) (2.67)

3
(2.67) veranlasst dann zu folgender Definition:

Definition 2.21 (Fehlerordnung)
" Ein Einschrittverfahren (nach (2.55))) besitze die Fehlerordnung p > 0, falls fur seinen lokalen
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Diskretisationsfehler d; die Abschatzung

max }dj| < const. - WP = O(hWPH!) fiar h — 0T (2.68)
1<j<n

gilt, wobei f € CP([a,b] x R) vorausgesetzt wird.

Anmerkung

(2.68) ist aquivalent zu folgender Formulierung:

Sei hier nun noch ohne weitere Erklarung postuliert, dass die Fehlerordnung p mit der
Konvergenzordnung bzgl. der Schrittweite h eines Einschrittverfahrens iibereinstimmt.

Gemaf dieser Definition hat das EuLerverfahren somit die Fehlerordnung p = 1.
2.6.1.2 Verwendung von Integralgleichungen zur Losung von Anfangswertaufgaben —
Runge-Kutta-Verfahren

Eine andere Methode Verfahren herzuleiten besteht darin das Anfangswertproblmem in eine
Integralgleichung mit Satz umzuwandeln und tiber [x;,%;;1] zu betrachten:

Xj+1
Y1) —y) = | Txyl)dx (2.69)
Xj
Eine allgemeine Quadraturformelﬂ mit den Stutzstellen &;,...,&m € [X)‘,Xj+]] und zugehorigen
Integrationsgewichten ay,...,a;, fuhrt zu folgendem Ansatz fur die Naherung njyq des
Funktionswerts y(x;41):
m
Mj+1 =m;+h;- Z arky mit ky == f(&,y(&). (2.70)

=1

Wahlt man nun beispielsweise die Trapezregel als Quadraturformel mitm=2,a; =a; = % und &; =
Xj, &2 = Xj41 in (2.70), erhdlt man mit n; ~ y(x;),Mj+1 = y(Xj41) das implizite Integrationsverfahren:

Nje1 =N ‘i‘%'(f(Xj>nj)+f(Xj+1anj+1))» (2.71)

in welchem der Naherungswert n;;; implizit definiert ist. Jeder Integrationsschritt erfordert im
Allgemeinen die Losung einer nichtlinearen Gleichung. Hangt die Funktion f(x,y) nun nichtlinear
von y ab, so kann die Fixpunktgleichung (2.71] beispielsweise durch sukzessive Approximation nach

Nj+1 aufgelost werden. Fiir einen geeigneten Startwert nj(f)& konvergiert die Fixpunktiteration
(k+1)

h; k .
e (f(xj,nj) x50, )) fark=0,1,... (2.72)

sofern f(x,y) die Gibliche Lipschitzbedingung |f(x,y1) — f(x,y2)| < L-|ly; —yz| erfiillt und h; - % <1
gilt. Da in (2.72) ohnehin der Funktionswert f(x;,n;) zu berechnen ist, liegt es nahe als geeigneten
Startwert einen Schritt des EuLerverfahrens zu wahlen:

0
nj(+)1 = + hyf (x5,m;) (2.73)

Wird nun in der Fixpunktiteration (2.72)) nun ein einziger Iterationsschritt ausgefiihrt, so resultiert
mit dem Startwert (2.73)) das folgende Einschrittverfahren:

>Formel zur numerischen Integration
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Verfahren 2.6 (Heunsches Verfahren)
Das Einschrittverfahren, welches durch die Berechnungsvorschrift

(P)
Ny = N+ hflxg,my),
I+ P )) (2.74)

h.
Nj+1 = Mjit+7 (f(xjmj) +f(xj+]>nj+)]

beschrieben wird heifst HEunsches Verfahren. Es gehort zu den expliziten Pradikator-Korrektor-

Verfahren, da zunichst ein Pradikatorwert n].(i)] mit dem EurLerverfahren bestimmt wird, der

dann mit dem impliziten Trapezverfahren korrigiert wird.

Lemma 2.31 (Einschrittverfahren)
Das Heunsches Verfahren (Verfahren gehort zur Klasse der Einschrittverfahren.

Beweis: Wir geben dazu einfach die Funktion @ an mit

O (x,y;h) = arky + azky = a1f(x,y) + axf(x + qrh,y + q2hf(x,y)), (2.75)
worin speziell
1
aj :azzz, qr=4qz=1 (2.76)
zu setzen sind. O]

Wir erhalten damit beziiglich der Fehlerordnung die folgende Aussage:

Satz 2.32 (Fehlerordnungen von Einschrittverfahren)

Das mit der Funktion ® aus (2.75) gebildete Einschrittverfahren hat mindestens die
Fehlerordnung p = 2, falls ay, az,q; und q; mit

a;+a; =1und a,q; :aqu:% (2.77)

gewahlt werden.

Beweis: Entwickelt man (2.75) an der Stelle h =0 in eine Taylorreihe, so erhalt man zusammen mit
(2.66)) fur den lokalen Diskretisationsfehler:

dj+] = (1 — _QZ)hjf(Xj)yj)

af(xj»yj)
— 1-2
™ + ( azqz)

af(xjayj)

1.2
+5h((1—2a2q1) 2y

-£(x5,95)) + O(hJ) fiar hy — 0.
Ein Verfahren der Fehlerordnung p > 2 resultiert also bei Wahl von
0=(1—-a—a)=(1-2a2q1) =(1-2a2q2),

und diese Bedingungen sind dquivalent mit (2.77). O
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Folgerung

Das Heunsche Verfahren erfullt mit dem Parametersatz (2.76) die Bedingungen (2.77), was es
als ein Einschrittverfahren der Fehlerordnung p = 2 klassifiziert.

Mit dem Satz folgt auch ebenso die bislang noch unbestatigte Vermutung, dass das verbesserte
EuLerverfahren (Verfahren besser ist als das ,normale” Eulerverfahren (Verfahren [2.3). Wir
wahlen als Parameter dazu a; :=0,a;:=Tund q; =q2 = % und erhalten aus dem Ansatz
die Funktion

®(x,y;h) ::f(x+%,y+%f(x,y)>. (2.78)

Es ist dann einfach zu erkennen, dass das Verfahren, welches aus (2.78) resultiert, dasselbe ist,
wie Verfahren 2.4

Einschrittverfahren, bei denen die Funktion f(x,y) pro Integrationsschritt k-mal ausgewertet werden
muss, heiflen k-stufige Verfahren. Das Heunverfahren sowie das verbesserte EuLerverfahren sind
dementsprechend zweistufige Verfahren. Auflerdem gehoren sie zur Klasse der Runge-Kutra-
Verfahren.

Allgemeine RunNGe-Kurra-Verfahren resultieren aus dem Ansatz (2.70), wenn die
Integrationsstiitzstellen &; gemaf3

E1:=x,E =%+ V2 < 1l<mmit 0< q; < 1 (2.79)

fixiert werden und die unbekannten Funktionswerte y(&;) nach der Idee des Pradikatorverfahrens
festgelegt werden. Zunichst setzt man y(&;) ~nj, ferner gelte

1-1

y(&) myp =n; + hybuf(x,m;) +hy- ) bif(x+ qrhy,y;) fiir 2 <1< m. (2.80)
r=2

Aus (2.70) und (2.80) ergibt sich somit eine rekursive Definition der Funktionswerte ki = f(&;,y)
gemaf3
ki = flxm5),
-1

.. 2.81
ki = f(Xj—l—qlhj,T]j—{-hj-thkr) furl=2,...,m. ( )
r=1

Die Berechnung von erfordert also im Allgemeinen in jedem Schritt m Funktionsauswertungen,
so dass der dort vorgestellte Algorithmus ein m-stufiges Runge-Kurra-Verfahren darstellt.

Wir wollen jetzt noch ein RunGge-Kurta-Verfahren mit Fehlerordnung p =4 kennenlernen, welches
vierstufig ist. Gemafd und hat das allgemeine vierstufige RunGge-KutTa-Verfahren die

algorithmische Form

K1 = f(x5,m5),

k2 = f(xj+ q2hj,nn + hibarky),

k3 = f(x; + q3hj,nn + hj(b31k +ba2ka)), (2.82)
k4 = f(xj+ qahj,nn + hj(barky +bazks + basks));

Mj+1 = nj+ hj (arky + agky + azks + azky).

Die dreizehn freien Parameter sind dann zunachst nur durch drei Nebenbedingungen, namlich

-1
q1:thfﬁr2<l<m,

=1

restringiert; es ergeben sich allerdings aus der Bedingung, dass das Verfahren mindestens die
Fehlerordnung p =4 hat, weitere acht Bestimmungsgleichungen. Wir geben eine Losung an, welche
das bekannteste Verfahren vierter Ordnung ergeben:
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Verfahren 2.7 (Klassisches RunGe-Kurta-Verfahren)

Ein Runcge-Kurra-Verfahren mit den Parametern

1 1
qz:q3:§’q4=1>bz1 =b31=byz=5,ba=by =byy =0

1 2
A =04=7a2=03 ==

heiflt klassisches vierstufiges Runge-Kutta-Verfahren. Es hat die algorithmische Form

ki = f(ij)')»
ko = f(Xj + lhj,T]h + %hjk] ),
ks = flx+ Tyt Thika), (2.83)
kg4 = f(xj + hj,nn + hjks);
Nj+1 = nj+ %hj - (ky 4+ 2ky + 2k3 + kq).

Dies soll es mit der Einfuhrung in numerische Verfahren fur gewohnliche Differentialgleichungen
gewesen sein, wir beschaftigen uns nun noch ein bisschen mit partiellen Differentialgleichungen
und geben einen kleinen Einblick in deren numerische Verfahren.

2.6.2 Numerische Losungsverfahren fur partielle Differentialgleichungen

Wir haben uns bislang rein der Theorie und Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen
gewidmet. Hierbei waren die gesuchten Funktionen nur skalar, was auf mache Probleme
in physikalisch-technischen, chemischen oder auch wirtschafts-/sozialwissenschaftlichen
Anwendungen stof3t. Viele dieser GrofSen hangen von mehreren unabhiangigen Veranderlichen
ab, bei physikalischen Problemen kann dies beispielsweise neben einer zeitlichen Komponente
auch eine ortliche sein. Wir in der Motivation eingangs bereits angemerkt wollen wir
solche Differentialgleichungen dann partiell nennen. Prominente Beispiele hierfir sind
beispielsweise die Navier-Stokes-Gleichungen der Stromungsmechanik, die Maxwell-Gleichungen
des Elektromagnetismus oder die Schrodinger-Gleichung in der Quantenmechanik.

Als Beispiel wolllen wir uns zunichst die Warmeleitungsgleichung auf einem Gebiet Q C R?
betrachten:

ou(t,x,u,z o2u(t, x,y,z o2u(t, x,y,z o2u(t, x,y,z
Vit ,2) € 0,T)x, PRI (TuA) | TUEAD) | SUEANE) (g xy,z)
T

(2.84)
In diesem Beispiel beschreibe f eine gegebene Quelle, k > 0 den Warmeleitfahigkeitskoeffizienten
und u die gesuchte Temperatur in einem Gebiet [0, T] x Q, wobei Q C R3. Man kann — dies wird
hier allerdings ausgelassen — zeigen, dass man, um Existenz und Eindeutigkeit einer Losung zu
garantieren, neben einer Anfangsbedingung ,u(0,x,y,z) =uy(x,y,z) ¥(x,y,z) € Q“ auch zusatzlich

noch Randbedingungen (RB) vorgeben muss, beispielsweise mit 2—3 v V(t,x,y,z) € [0,T] x 0Q mit
dem Normaleneinheitsvektor v auf 00, im Kontext also einen Warmefluss tiber den Rand. Sollte
ou ! ou(t,x

man nur nach stationaren Losungen (E = 0> suchen, so féllt in (2.84) der Term T’y’z) weg und

wir benotigen fortan nur noch die Randbedingungen.

Man kann sich nun viele interessante theoretische Fragen stellen, wie zum Beispiel welche
Aussagen uiber Existenz und Eindeutigkeit getroffen werden konnen, oder ob und wie , glatt” die
Losung ist. Aber — anders als gewohnliche Differentialgleichungen — sind partielle im Allgemeinen
nicht analytisch losbar, wir mussen also Uuber numerische Verfahren an potentielle Losungen
herankommen.

Wir wollen zunéchst aber erstmal den Begriff der partiellen Differentialgleichung naher definieren:
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Definition 2.22 (Multiindex (wiederholt aus C2))

Sei n € N. Ein n-Tupel nicht-negativer ganzzahliger Zahlen « = (oq,...,0n), & € No,i =
1,2,...,n, heifle Multiindex. Der Betrag von « ist dann definiert durch

n
lof| = Z .
i=1

Fur eine |x|-mal stetig diff’bare Funktion u € Abb(R™,R) mit n € N und « als gegebenen Multiindex
gilt dann fir eine mehrfache Ableitung

ladyy

D%u:= .
0X1x1 - 0%nxy

Damit lasst sich dann definieren:
Definition 2.23 (Partielle Differentialgleichung)

Sei Q CR™, n €N, ein Gebiet und F: Q x R* - R mit k € N, sowie f: Q — R gegebene
Funktionen. Dann heifle eine Gleichung der Form

F<x,D“‘u,...,D“ku) — f(x) ¥x € Q (2.85)

partielle Differentialgleichung (pDGl.) in n Veranderlichen fiir die gesuchte Funktion u :
Q - R. o, ..., &k seien dabei Multiindizes, also jeweils Vektoren der Dimension n.

Gelte ferner |oci| < m fur alle 1 = 1,...,k und existiere ein o mit ‘ocj‘ = m, so heifle die
Differentialgleichung von m-ter Ordnungﬂ Wenn f(x) =0, so heif3e sie des Weiteren homogen,
andernfalls inhomogen.

Die numerischen Verfahren fur partielle Differentialgleichungen lassen sich nun im Wesentlichen in
zwei grofle Klasserﬂ aufteilen:

@ Finite-Differenzen-Methoden (FDM) (—|2.6.2.1

@ Finite-Elemente-Methoden (FEM) (—(2.6.2.2

Wir wollen an dieser Stelle jeweils nur einen Uberblick verschaffen, am genausten aber auf die
Finite-Differenzen-Methoden eingehen.

2.6.2.1 Finite-Differenzen-Methoden

Grundlegende Idee: Approximation von Differentialoperatoren durch Differenzenquotienten
Wir betrachten nun — der Einfachheit halber — die stationdre Variante von (2.84) in zwei
Raumdimensionen, sprich

2 2
v(jj‘) —XeQ: —k(a L;Egyua ‘55;*”) —(x,y). (2:845.2)
Das zu betrachtende Gebiet ist hierbei erstmal quadratisch mit Q :=[0,L] x [0,L]. Um nun die zu
suchende Funktion zu approximieren, legen wir ein reguldres Gitter der Grofle (n+ 1) € N iiber Q.
Die Maschenweite entspricht dann h:= T%

Wir suchen nun die Naherungslosung u; ; nur an den Gitterpunkten, das heift es soll u;; ~ u(xi,y;)
fur i,j = 0,...,n sein. An den Randpunkten (fur i,j = 0V i,j = n) sei u;; dabei durch eine

6Stillschweigend wird hier vorausgesetzt, dass nach D,‘i‘ju umgestellt werden kann und diese Ableitung auch
tatsachlich auftritt.
7eventuell auch drei, wenn man Finite-Volumen-Methoden miaufnehmen mochte
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Randbedingung bestimmt, was das Problem auf n — 1 Unbekannte schrumpfen lasst. Zur Losung
konstruieren wir nun eine Losung ahnlich der Rickwartsdifferenzenmethode (Herleitung von
Verfahren [2.5), wir ersetzen die Ableitung durch geeignete Differenzenquotienten.

Geeignete Differenzenquotienten findet man zum Beispiel mittels Taylor-Entwicklung, so fiir u’:

u'(x) =0u(x)+0O(h) = w +0O(h) (Vorwartsdifferenzenquotient)
=0 Mu(x)+0O(h) = u(x)_l}t(x_h) +0(h) (Riickwdrtsdifferenzenquotient) (2.86)
=9%Mu(x) +O(h?) = %}w +0O(h?) (Zentraler Differenzenquotient)
oder u”: N N
Wix) = WxHN —2ul) Fulx=h) g 40 (2.87)

h2
unter der jeweiligen Voraussetzung, dass u hinreichend glatt sei. Welche Approximation verwendet
werden sollte wird von Funktion zu Funktion bestimmt; wohlgemerkt fiihrt allerdings nicht jede
dabei auf ein konvergentes Verfahren.

Wir setzen nun (2.87) in (2.84]S.2) ein und erhalten somit fiir die exakte Losung

u'(x)y - h) - Zu(x,y) "‘u(X»y =+ h)
hz

= f(x,y) + O(h?).

(2.88)
Da die exakte Losung (2.88) fiir alle X, also insbesondere auch fiir alle Gitterpunkte xj; (i,j =
1,...,mn—1), erfullt motiviert dies zur Forderung von

— k. |:U.(X—h,y) —Zu(x,y) —I—LL(X—I—h,y) +

hz

Vij=1,...n—1 (2.89)

—k- |: =1 L) 1,) + L) L) Wl f(xi)yi) —. fi,j

h? h?

an die numerische Losung.

Wir stellen fest, dass dies genau einem linearen Gleichungssystem mit (n — 1)? Unbekannten und
Gleichungen entspricht. Das einzige Problem ist die diinne Besetzung der Matrix, da auf jeder Zeile
nur maximal funf von null verschiedene Eintrage stehen.

Fir den Fall n =5 ergibt sich folgendes System:

f11 + %5 (Uo1 +110)

4 - 1 3 ur P
-1 4 -1 1 3 Ui 121 zlo2
14 1] 1 i3 f13 4+ 7103
1 4 -1 1 | uyy a5z (s +ued)
s e N uy 21+ 17120
1 -1 4 3 —1 up) 2
—1 ; -1 4 -1 ; —1 u3 23
LS A LI I B I ug || fatgrus
h? : —1 4 -1 ; —1 usg f31 4+ 7z U30
| —1 -1 4 -1 | —1 usp f32
§ —1 -1 4 -1 ; —1 us3 f33
,,,,,,,,,,,,,,,,,, SRt SRR el SN 0% sl UL A B B 34+ 5 uzs
1 - S i | (o s )
! o P - U4z fao+ Sus)
—1 1 -1 4 -1 43
1 1 4 " f43 + 75us3

Wie lost man nun ein solch diinnbesetztes System?

fas + 15 (Uss + uss)

(@) GauB-Elimination: ,normalerweise” € O (((n—1)?)3) = O(n®). Da obige Matrix allerdings
eine sogenannte Bandmatrix ist, lasst sich der Aufwand durch das Anpassen der Schleifen auf

O(n*) reduzieren.

Es kommt neben einem Laufzeitproblem bei praxisnahen Grofen von n >> 10* auch zu
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Speicherproblemen, da sich wahrend des Eliminationsverfahrens die Werte zwischen den
besetzten Diagonalen zu Werten ungleich Null andern. Man erhalt somit einen Speicherbedarf
von O(n3).

@ Fixpunktverfahren: Diese verandern per se erstmal die gegebene Matrix nicht!
Speicherprobleme fallen weg und Konvergenz ist durch das Kriterium der Diagonaldominanz
gesichert (Matrizen oben sind schwach diagonaldominant, im Falle der zeitabhdngigen
pDGIl. sogar strikt diagonaldominant). Pro Iterationsschritt haben wir so nur O(n?)
Rechenoperationen unter Ausnutzung der Nullen. Dennoch gilt: Je grofler n desto starker
sinkt die Konvergenzgeschwindigkeit ab.

(c) Moderne Loser (Mehrgitterverfahren, ..): Insgesamt nur O(n?) Operationen und
Speicherplatzaufwand. (Haufig verwenden Mehrgitterverfahren das Gauf3-Seidel-Verfahren als
Unteralgorithmus)

Die Diskretisierung der zeitabhingigen Wiarmeleitungsgleichung ergibt sich, indem man
zusatzlich eine Zeitschrittweite T, diskrete Zeitpunkte t; = ty + s -7 mit s = 0,1,... sowie eine
Approximation ug;; ~ u(ts,x;,y;) einfithrt. In jedem Zeitschritt t; — tg;; erhalt man fur Vi,j =
1,...,m—1 das lineare Gleichungssystem

1w ’.,. uw )._.l). _Zu ’.). _|_u ’. 1,. uw ).’._] _Zu ).’. _|_u ).’. 1 uw —1,.,. —~
Mk | Med TRty Tty Mokt TR T | gy, ) 4 B0
(2.90)
dessen Matrix dann sogar echt diagonaldominant ware.
2.6.2.2 Finite-Elemente-Methoden
Grundlegende Idee: Energieminimierung in endlichdimensionalen Teilraumen
Sei hierzu wieder die partielle Differentialgleichung
X Lo X azu(x,y) azu(x>y)
v (y) =xXeQ: —k( P, + o2 = f(x,y) (2.84.S.2)

unter der Randbedingung u}aQ =0 gegeben.
Wir teilen nun den Losungsraum Q in endlich viele ,,Elemente”ﬂ auf, es soll gelten, dass

m
Q=|JGn.
h=1

Statt auf dem Funktionenraum V suchen wir jetzt auf dem endlichdimensionalen Teilraum Vy, C V
nach einer Naherungslosung uy € Vy, = {(p Q—R ‘ (p|Qh sei affin-linear, ¢ € C°, (p}aQ = 0}.
Bisheriges Problem: u;, € V4, ist eben nicht zweimal stetig differenzierbar. Wie kann uy, also Losung
des Problems sein?

Wir multiplizieren dazu Differenzialgleichung mit einer Testfunktion ¢ und integrieren anschlieflend
uber Q, erhalten somit

2.8452) = —kJ (aiucp + af,ucp) dx = Jf- @ di VYo e Vi (2.91)
Q Q

Mittels partieller Integration (— Satz von Gauf$) im Mehrdimensionalen ergibt sich:

ou

(2.91) %& kJ OxU0x@ + 0yudy@ dx — J 35 ds = Jf(p dX VeV (2.92)
nt.
Q 20 Q

~—~———
= 0, da gilt, dass
‘p|aQ:O

8Meistens wird eine Triangulierung des Gebiets verwendet.



KAPITEL 2. GEWOHNLICHE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN 123

Sei nun @1,...,@N eine Basis von Vi, N =dim(V},) = #innererGitterpuntkte, so gilt:
(2.92) «— kJ 0xU0x@j + 0y udy@j dx = Jf(pj dx Vvj=1,...,N (2.93)
Q Q

Wir suchen nun ein uy, dass diese N Gleichungen erfullt. Wir sehen auch, dass ein uy diese erfullen
kann, da zweite Ableitungen nicht mehr vorkommen, sondern nur erste und solche sind fiir obige
stiickweise-affin-linearen Funktionen (fast iberall) wohldefiniert.

Wir stellen uy, also als Linearkombination der ¢ bis @y dar (— C1, das durfen wir (E):

N
up(¥) =) oii(%) (2.94)
i

Wir setzen (2.94) dann in (2.93)) ein und erhalten somit ein lineares Gleichungssystem:

N
k- JZ“i' (0x @i0x@j + 0y @idy ;) dx = Jf@j dx Vvj=1,...,N (2.95)
ol Q
@ZJk<V(pl(>?),V<pJ(i’)> dX o = l[f(pj dx Yj =1,...,N (2.96)
=10 0
aij: Matrixeintrage bj: Komp. der

rechten Seite

Dieses lineare Gleichungssystem ist dann tiber gleiche Methoden wir die Gleichungssysteme der
finiten Differenzen zu losen.

1 firi—i
Eine Basis mit sehr guten Eigenschaften ist ¢;(X;) = 0 . 1t J, da die zugehorige Matrix dann
sons

diinn besetzt ist, somit zumindest bei Mehrgitterverfahren oder einfachen iterativen Losern es zu
keinem Speicherproblem kommt.

Dies soll es mit der Einfithrung in Differentialgleichungen gewesen sein, wir beschaftigen uns nun
nocheinmal naher mit der Algebra.
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KarPriTEL

EINFUHRUNG IN DIE ALGEBRA

Wir wollen uns nun mit einem anderen Gebiet der Mathematik beschaftigen, dem der Algebra.
Algebren spielen neben ,Spezialdisziplinen wie der theoretischen Informatik auch im Alltag eine
groB8e Rolle. In Kapitel [3.Ijwollen wir uns zuerst mit den Grundlagen der Algebra beschaftigen bevor
in Kapitel [3.2]die erste groe Anwendung mit Prifziffern und -summen und in Kapitel [3.3|mit RSA
kennenlernen werden.

Waihrend hierbei die Grundlagen der Algebra beigebracht werden sollen, wollen wir hier den
Korper R der reellen Zahlen mit seinen Korperaxiomen, den Anordnungsaxiomen und dem
Vollstandigkeitsaxiom, sowie seinen Erweiterungskorper C der komplexen Zahlen mit dem
Automorphismus z — Z der komplexen Konjugation als gegeben voraussetzen. Ebenso wollen wir
die ganzen, rationalen sowie natuirlichen Zahlen als algebraische Einheiten als gegeben voraussetzen,
bei den ganzen Zahlen dann im speziellen noch:

Z ist ein kommutativer Ring mit Einselement 1, der keine Nullteiler besitzt, das heif3t in Z gilt

x-y=0=x=0Vy=0

Z wird durch < und > linear geordnet. Diese Anordnung erfullt bezuiglich Addition und

Multiplikation die Beziehungen
<
}b:aJrc{ > }b+c

<
a,beZ und O{ ; }a,b:>0<ab

< >
a,be€Z und O{ N }a,O{ < }b:>02ab

= ~

a,b,c € Z und a{

WV A

Jede nichtleere und nach unten beschriankte Teilmenge von Z besitzt ein kleinstes Element,
jede nichtleere und nach oben beschrankte Teilmenge von Z ein grof3tes Element.

Aus diesen Eigenschaften der ganzen Zahlen Z lassen sich weitere Gesetze ableiten, einige — bereits
seit der Sekundarstufe I bekannten — wie etwa die Regeln fiir die Benutzung von Exponenten wollen
wir ohne weiteres verwenden.

3.1 Grundlagen der Algebra

Eine der einfachsten algebraischen Strukturen besteht aus einer nichtleeren Menge M mit einer
einzigen Verkniipfung . Eine solche Algebra (M,*) heifle ein Gruppoid. Hat die Verkniipfung
* weitere spezielle Eigenschaften, so erhadlt man spezielle Gruppoide, von welchen die fur uns
relevantesten hier erwahnt seien:
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Definition 3.1 (Gruppe, Halbgruppe, Monoid)

Ein Gruppoid (M, ) heifle ...
* ...Halbgruppe gdw. x assoziativ ist, also
Vab,ceG.ax(bxc)=(axb)x*c (G1)

gilt.

* ...Monoid gdw. * (G1)) erfilllt und zudem noch ein neutrales Element existiert, also

JeeGVaeG.axe=exa=a (G2)
gilt.
* ...Gruppe gdw. (G,*) ein Monoid ist und zudem noch jedes Element ein Inverses beziiglich
* besitzt, also
VaeG.dbeG.axb=bxa=e, (G3)

wobei e das neutrale Element des Monoids darstellt, gilt.

* ...abel’sche, kommutative Gruppe oder auch Modul gdw. (G, *) eine Gruppe ist und *

kommutativ ist, also
VabeG.axb=bxa (G4)

gilt.

Satz 3.1 (Eindeutigkeit des neutralen und inversen Elements)

Sei (M, %) ein Gruppoid, so ...
(a) ...gebe es in M hochstens ein neutrales Element bezuiglich .

(b) ...gebe es — vorausgesetzt * sei assoziativ und habe ein neutrales Element — zu jedem x € M
hochstens ein inverses Element.

Beweis:
Verkniinfung Alle Elemente aus dem Gruppoid (a) Seien sowohl e als auch e neutrale
erkniipfung . g
s Elemente in M. Da e neutrales Element
VR €1 (5] . o ° en

- ist gilt e = e x ¢, da e neutrales Element
e |zn ziz e+ ez ist, gilt allerdings auch e = e x ¢, also
e=exe=ce.

e [z zn e . o Iy i
n X n-Matrix, zij := .
e+ ¢; — die Matrix (b) Sei x € M, e das neutrale Element
enthdlt damit und seien sowohl y als auch y inverse

. \/ alle moglichen .
Elemente von x, so gilt:

Ergebnisse der
Verkniipfung

alle Elemente aus dem Gruppoid

y =yxe =yx(xxy) = (ysx)xy =exy =y

€n [ Zn1  Zn2 ° ° ®  Znn

]

Wie aus dem ersten Semester bekannt, werden Verkniipfungen auf endlichen Gruppoiden gerne
auch durch Operationstafeln/Verkniipfungstabellen dargestellt, ein Beispiel fur eine solche findet
sich in der Skizze oben.
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Beispiele flir Gruppen

* (Z,+), (Q,+), (R,+), aber nicht (N, +)
* (Q\{0},-), (R\{0},-), aber nicht (Z\{0},-)

e (R™™ +) und ({A € R ‘ A ist invertierbar},-), aber nicht (R™*™,.) aufgrund von
fehlenden Inversen!

* (2[X],+), (QIX],+), (R[X],+)

Wir wiederholen weiter den Begriff der Untergruppe:

Definition 3.2 (Untergruppen)

Sei (G, ) eine Gruppe, Eine nichtleere Teilmenge () # U C G heif}t Untergruppe von G genau
dann, wenn

(i) Va,beU.axbeU
(ii) VaeU.a'eU

Satz 3.2 (Untergruppen)
Eine jede Untergruppe ist mit der ererbten Verknipfung eine Gruppe.

Beweis: trivial. O
Neben Gruppoiden bilden Mengen mit zwei Verknupfungen die nachsteinfacheren algebraischen
Strukturen. Wir wollen definieren:

Definition 3.3 (Ring)

Eine Algebra (M, +,) heiSe ein Ring, wenn gilt:

e (M,+) ist ein Modul
* (M,-) ist eine Halbgruppe

* Es gelte ,,-“ ist distributiv beziiglich ,+“, also

Vx,y,z € M. [x(y+z) =xy+xz] \[(x+Yy)z=xz+yz] (R1)
Das neutrale Element des Moduls (M, +) heifle Nullelement (0).
Ein Ring (M, +,-) heifle ...

* ...Ring mit Einselement, wenn die Halbgruppe (M,-) ein Monoid ist, also ein neutrales
Element existiert.

e ...kommutativer Ring, wenn (M, ) kommutativ ist und somit (G4) erfillt.

Beispiele fiir Ringe

* (Z,+,) ist ein kommutativer Ring mit Einselement

e (R™™ +4,-) und (Lin(R™,R"),+,-) sind nichtkommutative Ringe mit Einselement

* (Z[X],+,-) ist ein kommutativer Ring mit Einselement
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Definition 3.4 (Nullteiler und Integritdtsringe)
Sei (M, +,-) ein Ring mit Nullelement 0. Gilt fur a,b € M\{0} die Gleichung

a-b=0,

so heiflen a,b Nullteiler, genauer a ein Links- und b ein Rechtsnullteiler.
Ein kommutativer Ring (M, +,-) mit Einselement und ohne Nullteiler heifSe Integritatsbereich
oder Integritatsring.

Sei (M, +,-) ein nullteilerfreier Ring, so ist der Schluss

a-b=a-bAb#0=a=a

gultig.

Lemma 3.3 (Rechenregeln)
In einem Ring R = (M, -) mit Nullelement 0 gilt:

(a) a0=0a=a VYVaeM
(b) (—a)b=a(-b)=—(ab)
(c) (—a)(=b)=ab

(d) Ist R ein Ring mit Einselement 1, so gilt 1 =0 genau dann, wenn R ={0} der Nullring ist.

Beweis:

(a) Es gilt sowohl a0 = a(0+0) = a0+ a0 als auch 0a = (04 0)a = 0a+ Oa, was nach Addition des
Inversen von a0 beziehungsweise 0a zu der Beziehung a0 =0 und Oa = 0 fuhrt.

(b) Es gilt ab+ (—a)b=(a—a)b=0und ab+a(—b) =a(b—b) =0.
(c) Esgilt ab—(—a)(—b) =ab+ a(—b) =0.

(d) Ist R=1{0} so erfiillt O offensichtlich alle Eigenschaften des Einselements. Ist umgekehrt 1 =0,
so folgt fur alle a € R, dass a=Ta =0a =0.

]

Lemma 3.4 (Spezieller Identitdtsring)

Sei ein Ring (M, +,-) mit Nullelement 0 gegeben. Bildet das Gruppoid (M\{0},-) ein Modul, so
ist der Ring (M, +,-) kommutativ und es existiert ein Einselement, aber keine Nullteiler.

Beweis: Sei also nun ein Ring R = (M,+,-) mit Nullelement 0 und dem Modul (M\{0},-)
gegeben. Dann ist trivial zu folgern, dass R kommutativ ist, denn dies folgt unmittelbar aus der
Moduleigenschaft. Diese kann einfach auf die 0 fortgesetzt werden, man mochte dazu das Ergebnis
aus Lemma [3.3h verwenden.

Ebenso einfach ist es zu zeigen, dass der Monoid (M, -) eine Halbgruppe ist. Wir kennen bereits den
Kandidaten fur das Einselement, wir verwenden die Eins 1 aus dem Modul. Jetzt bleibt es noch zu
zeigen, dass die Eins auf die Null fortgesetzt werden kann, dies entspricht aber genau der Aussage
aus Lemma [3.3h.

Wir zeigen nun noch die Nichtexistenz von Nullteilern, angenommen es existierten Nullteiler,
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sprich 3 a,b € M\{0}. ab = 0. Sei dann a~! das Inverse von a bezuglich -, was aufgrund der
Moduleigenschaft von (M\{0},-) existiert und eindeutig ist. Wir folgern dann

b=lb=a'ab=a'0=0

und erhalten einen Widerspruch. Damit kann es keine Nullteiler geben. [
Wir erhalten somit spezielle Integritatsringe, denen wir besondere Namen geben wollen:

Definition 3.5 (Kérper)
Ein Ring (M, +,-) mit mehr als einem Element heifle ein Korper, wenn (M\{0},) eine abel’sche
Gruppe ist.

Andere Definitionen

Es ist anzumerken, dass der Ring nicht nur ein Element enthalten darf. Dies wird aufgrund von

Lemma gefordert.

Eine andere dquivalente Definition wire: , Ein kommutativer Ring (M,+-) mit Eins heifle
ein Korper, wenn jedes Element (auf3er das der Eins verschiedene Nullelement) ein Inverses
bezuglich »-« hat.”

Eine wiederum andere Definition ware eine Definition uber beschreibende Merkmale, ahnlich
wie wir es bereits bei der Definition von Ringen und Gruppen gemacht haben. Die Definition
lautete dann: , Eine Algebra (M, +,-) heifle ein Korper, wenn gilt:

K1 (M,+) ist eine abel’sche Gruppe mit Nullelement 0 und Inversem —a von a

1vona

K2 (M\{0},-) ist eine abel’sche Gruppe mit neutralem Element 1 und Inversem a™
K3 Es gelten die Distributivgesezte (R1]).“

Man kann sich hier bei den Distributivgesetzen eine Richtung sparen.

| JC U .0 MNIEJTROTPET

Sind alle Bedingungen bis auf die Kommutativitat bei [K2|in Variante 3 der Definition [3.5 erfiillt,
so sprechen wir von einem Schiefkorper. Hier ist es notwendig die Distributivgesetze auch in
beide Richtungen zu fordern.

Beispiele fiir Kérper

* (Q,+,-), (Ry+,-) und (C,+,-) sind Korper, (Z,+,-) aber offensichtlich nicht.

e (R™™ +.)und ({A c RN ) A ist invertierbar},+, ) sind keine Korper.

+ Aus Vorgingerveranstaltungen wissen wir, dass C ~ R? mit der speziell definierten
Addition ,,4+¢“ und Multiplikation ,,-¢“ ein Korper ist, es ist auch eine Isomorphie zu
speziell definierten 2 x 2-Matrizen moglich.

Tatsachlich ist dies der einzige Korper der Form R™ mit n > 2.

* Teilmengen von Korpern konnen wieder Korper sein, mit den vom , Oberkorper” geerbten
Eigenschaften und Verknupfungen.
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Beispiel fur einen Schiefkorper

(H,+, -), wobei H die Quaternionen (~ R*) beschreibt, ist ein Schiefkérper. Sie entstehen durch
das sogenannte Verdoppelungsverfahren, bei welchem allerdings immer wieder algebraische

13 Eigenschaften wegfallen. Bei den komplexen Zahlen war dies die Ordenbarkeit, bei den
Quaternionen ist es die Kommutativitit, bei den Oktonionen (~ R8) ist es die Assoziativitit (sie
bleiben allerdings alternativ) und bei den Sedenionen (~ R'®) kommen Nullteiler hinzu.

Wir wollen uns im Folgenden mit einer speziellen Art von Ringen und Korpern befassen, den
Restklassenringen oder -korpern. Wir rufen uns dazu noch einmal in Erinnerung:

Fir zwei Mengen M, N bezeichnen wir K C M x N als Korrespondenz zwischen M und N und
die Korrespondenz R C M x M als Relation auf der Menge M. Wir haben daraufhin verschiedene
Eigenschaften von Relationen kennengelernt:

Wiederholung 3.7 (Eigenschaften von Relationen)

Sei R eine Relation auf einer Menge M. Dann heifle R ...

reflexiv gdw. V x € M. xRx.

transitiv gdw. V x,y,z € M. (xRy AyRz = xRz).
symmetrisch gdw. V x,y € M. xRy = yRx.
antisymmetrisch gdw. V x,y € M.(xRy AyRx) = (x =vy).
alternativ gdw. V x,y € M.(xRy V yRx).

Anhand dieser Definition haben wir dann den Begriff einer Aquivalenzrelation (als eine
reflexive, symmetrische sowie transitive Relation) sowie einer Ordnungsrelation (als eine reflexive,
antisymmetrische und transitive Relation) definiert.

Vor allem im Bereich der Aquivalenzrelationen gibt es dann sogenannte Aquivalenzklassen
x|k = {y eM : ny} C M, wobei x auch Vertreter oder Reprasentant der Aquivalenzklasse
[x]g beztiglich der Aquivalenzrelation R genannt wird. Die so gebildeten Aquivalenzklassen bilden
dann eine Partition von M, also ein System {A; : i € I} von nichtleeren, paarweise disjunkten
Teilmengen A; C M mit Jicp Ai =M, das heifst

Vx,y€M.x € XM= | X und g N [ylg # 0 < XIg = [Ylg.
xeEM

Wir betrachten nun die Quotientenmenge M/R := {[xIg | x € M} mit einer Verkniipfung * unter
der Voraussetzung, dass R mit * strukturvertraglich sei. Dann ,transportieren” wir x auf M/R mit

Vx,y € M. [xlg* [yl =[x*ylg = {zE M : (x*y)Rz}.

Damit konnen wir nun die Kongruenzrelation auf Z nocheinmal naher betrachten; wir erinnern uns
an
n teilt (x—y)
N
Ry = {(x,y) €EZXZ :n| (x—y)}

mit der Kurzschreibweise xRy =x =,y mod n und daran, dass die Faktoralgebra Z,, :=7Z/ =, aus
genau n Aquivalenzklassen, welche wir fortan Restklassen nennen wollen, besteht, namlich:

Zn ={[0ln,...,n =1} mit [aln:={x€Z :x=na mod n}={x€Z:n|(a—x)},

wobei wir [a],, als Restklasse von a modulo n bezeichnen wollen. Dabei gilt x € [a], genau dann,
wenn ein k € Z existiert mit k-n = a —x, sprich a durch n teilbar ist mit Rest x.

Addition und Multiplikation werden nun erklart durch den , Transport” von Z, also definieren wir
respektive mit

l[a]n + [bly :=[a+ by l[aly, - [bln:=[a - bly.
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Dass diese Operationen wohldefiniert sind, ist leicht zu zeigen, siehe dazu auch das Skript der
Vorgangerveranstaltung. Wir wollen nun Eigenschaften der Strukturen (Zn,+), (Zn,-) und (Zn,+,-)

herausfinden:
Behauptung 1
(Zn,+) ist ein Modul mit neutralem Element [0];,.

Beweis:

— (Zn,+) ist Halbgruppe: Zu zeigen ist also die Assoziativitdt von + (sprich (G1))):

[a]n+([b]n+[c]n) = [a]q+[b+cln = [a+(b+c)]n = [(a+b)+c]n = [a+bln+lcln = ([a]n+[b]n)+[c]n v

— (Zn,+) ist ein Monoid mit neutralem Element [0]:

[a]n + [O]n =[la+ O]n = [a]n =[0+ a]n = [O]n + [a]n v

— (Zn,+) ist eine Gruppe: Zu zeigen ist die Existenz eines inversen Elements zu jedem Element
[aln € Zn. Wir setzen als Kandidaten fiir das inverse Element —[al,, := [—aly, fur jedes [al, ist

dieses wohldefiniert. Wir zeigen, dass es ebenso die Eigenschaft (G3]) erfullt:

[aln + (—laln) = [a—aln = [0]n = [—a+ aly = (—[aln) + [aly v

— (Zn,+) ist Modul: Zu zeigen bleibt Eigenschaft (G4). Seien [aln, [bln € Zy, beliebig, aber fest,

so gelte
[a]n+ [b]n = [a+b]n: [b+a]n: [b]n+[a]n v

Die Aussagen verwenden allesamt die Eigenschaft, dass (Z,+) ein Modul ist.

Behauptung 2

(Zn,-) ist ein kommutativer Monoid.

Beweis:

— (Zn,-) ist Halbgruppe: v (funktioniert genauso wie eben)

— (Zn,-) ist ein Monoid mit neutralem Element [1];:

[a]n‘[”n:[a'ﬂn:[a]n:“ ‘a]n:[1]n+[a]n v

— (Zn,-) ist kommutativ: v (funktioniert genauso wie eben)

Die Aussagen verwenden allesamt die Eigenschaft, dass (Z,-) ein kommutativer Monoid ist.

Behauptung 3

(Zn,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

Beweis:
— (Zn,+) ist Modul: v (siehe Behauptung]1)
— (Zn,-) ist ein Monoid: v’ (siche Behauptung [2)

— Es gelte das Distributivgesetz: Seien [a]n, [bln, [c]n € Z,, beliebig, aber fest, so gelte:

[X]n'([y]n+[z]n) = [X'(U+Z)]n = [Xy]n+[xz]n und ([X]n+[y]n)'[z]n = [(X+y)'z]n = [Xz]n+[yz]n

v
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Die Aussagen verwenden allesamt die Eigenschaft, dass (Z,+, -) ein kommutativer Ring mit Eins ist. []

Uberrascht uns das?

Die mit Behauptung|[3|erzielten Ergebnisse sind selbstverstandlich nicht iiberraschend, so das
ja (Z,+,-) bereits ein kommutativer Ring mit Eins ist und die Addition und Multiplikation auf

dem Restklassenring die Operationen auf die ganzen Zahlen abbilden. Die klassifizierenden
Eigenschaften bleiben hierbei erhalten.

Definition 3.8 (Restklassenring)

(Zny+,-) — kurz Z, — heist Restklassenring von Z modulo n.

Wegen der Existenz eines Einselements in Z,, ist es nun
berechtigt zu fragen, ob zu jeder Restklasse [al, € Zn o 1 ) 3

auch ein Inverses [a]~! € Z, existiert. Fur [0, ist die Ms 2 Bl
offensichtlich nicht erfillt, wir schranken unsere Suche Beispiel der
also auf Zn\{ [O]n} ein. Ohne Beweis haben wir im ersten 1 ]4 1 ]4 [2}4 [3]4 Nichtabge-

Semester behauptet, dass dies nur dann funktioniert, ,-""T~a T gchlossenheit
wenn n prim ist. Wir wollen diese Vermutung nun 214 | [2]4 ; [0]4 \ [2]4  von Zy\{[0l4}
beweisen: oo beziiglich ,,-

Als erste Motivation und Idee wollen wir die Begriffe
»Abgeschlossenheit und ,Existenz von Inversen” [3]4 [3]4 [2}4 [”4
miteinander in Beziehung stellen:

Satz 3.5 (Agivalenz von Abgeschlossenheit und der Existenz eines Inversen)

Im Restklassenring (Zn,+,-) gilt fur jedes [a]n € Zn:

[a],, ist invertierbar =V [bl,, € Zn\{ [O]n}. [a]n - [bln # [0]n

& Zn ist nullteilerfrei

Beweis:

o«

L= 1 _

Sei [al,, also invertierbar, das heif3t es existiert ein [a]T_l1 ,so dass [a]n - [al;' = [1]n. Angenommen
es existierten [b],, € ﬁelen\{[O]n}, so dass [aln - [bln = [0];,. Durch die Addition beider
Gleichungen und Anwendung des Distributivgesetzes erhalten wir:

[aln - ([al,! + [bln) = [1n < [al,' + [bln = [al,,' = bln=0 ¢

,<=": Angenommen es gelte V [bl, € Zn\{[0]n}. [a]y - [bln # [0]n. Wir schlieBen daraus zuerst, dass
damit [a],, # [0] gelten muss. Wir wollen nun zeigen, dass die Terme [aly - [Tln,...,[aln - —1]n
allesamt paarweise verschieden sind, woraus dann die Existenz eines Inversen folgt.
Angenommen es gelte nun

la]n - [b1]ln = [a]n - [b2]n fidr [b1]n # [baln.

Durch Addition des Additivinversen der rechten Seite, das Anwenden des Distributivgesetzes
sowie der Definition der Addition auf Z, folgern wir:

[Cl]n : [b] - bz]n = [O]na
da aber [by]n # [b2ln < [b1 —byln # [0l gilt, erhalten wir einen Widerspruch 4. O

Um letztendlich unsere Vermutung zu zeigen, bringen wir nun noch die Begriffe der Teilerfremdheit
und Inversenexistenz in Korrelation. Wir wollen dazu zuerst die Teilbarkeit und danach den grofiten
gemeinsamen Teiler einfithren.
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Definition 3.9 (Teilbarkeit)

Seien a,b € Z gegeben. Man sagt a teilt b (und schreibt a | b) genau dann, wenn es ein ¢ € Z gibt
mit der Gleichung ac =b. Demnach bedeutet a teilt b genau dasselbe wie a ist ein Faktor von b.

Wegen ac = (—a)(—c) und (—a)c = a(—c) = —ac sind je zwei der drei Aussagen a | b, —a | b und
a| —b gleichbedeutend. Es gentigt sich daher bei der Teilbarkeitsuntersuchung der ganzen Zahlen
sich auf die Untersuchung von Ny zu beschranken.

Direkt aus der Definition ergibt sich fur alle a,b,c € Ny, dass die Teilbarkeitsrelation reflexiv,
transitiv und antisymmetrisch ist. Der Beweis der Reflexivitait und Transitivitat ist trivial,
der der Antisymmetrie beruht auf der Tatsache, dass in Z aufler dem neutralen Element 1
keine multiplikativen Inversen existieren. Damit liefert die Teilbarkeit auf Ny eine weitere
Ordnungsrelation. Ebenso trivial sind die Aussagen, dass fiir alle a € Ny gilt, dass 1| a und a | 0 gilt.
Hinsichtlich der Teilbarkeit ist also 1 das kleinste und 0 das grofite Element von Nj.

Wir kommen zu einem interessanten Lemma, dass die Teilbarkeit mit der Ordnungsrelation auf den
natiirlichen Zahlen in Verbindung stellt:

Lemma 3.6 (Teilbarkeitsanordnung auf den natiirlichen Zahlen)

Auf der Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null ist die Teilbarkeitsrelation vergleichbar mit
der Anordnung:
a,beNAa|b=a<b

Beweis: Seien a,b € N beliebig, aber fest, und gelte a | b. Dann ist dadurch die Existenz eines c € Z
festgelegt mit ac = b. Es gilt nun, dass ¢ > 1 gelten muss, da sonst —c > 0, also a(—c) =—b > 0 gelte,
was den Voraussetzungen widersprache. Es folgt dann die Abschatzung b—a=a(c—1) >0, also
b>a. ]
Wir wollen nun bevor wir den groiten gemeinsamen Teiler einfiihren zeigen, dass die Division mit
Rest eindeutig ist.

Satz 3.7 (Division mit Rest)

Seien ap,a; € Z mit a; > 0 gegeben, so existiert genau ein q; € Z, so dass fiir den Rest a; =
ap—arqq gilt, dass 0 < a; < aj.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Existenz eines solchen Paares q1,a;, indem wir die Menge
R={rem ‘ r=aq-aq firein qez}

betrachten. Sie ist nicht leer, da falls ap > 0 gelte, ap € R mit q =0 € Z ware und falls ap <0, —ay >0
und daher ap — ajay = —ap(a; —1) > 0, also ap — ajap € R, gelte. Die Menge R ist zudem nach
unten durch 0 beschrankt, womit es ein kleinstes Element geben muss. Dieses Minimum a; hat die
Eigenschaft 0 < a; < ay, da fur jedes r € R mit a; < r gelte r— a; € R und damit r —a; < r. Wir
wahlen dann a; als das Minimum der Menge und q; als das zu a; gehorende q.

Wir beweisen nun noch die Eindeutigkeit der des Paares. Sei nun a; = ap — a;q; fiir ein passendes
q1 € Z. Angenommen es gelte fur ein q’ € Z auch 0 < ap — a1q’ < a4, sprich q’ wére ebenso ein
Kandidat fir die Division mit Rest. Dann folgt aus der Minimalitat von a; in R die Abschitzung
a; =ap—ajq < ao— aiq’. Sie ergibt 0 < aj(q1 — q’) < a;. Hier gilt zunachst q; —q’ > 0, aber
q1—q’ > 0 kann nach Lemma 3.6 nicht gelten. Dementsprechend gilt q; = q’. [
Wir wollen uns jetzt mit den Untergruppen von Z und ihrer Struktur beschaftigen, da dieser
Zusammenhang spatere Beweise vereinfacht:

Satz 3.8 (Untergruppen von 7.)

Die Gesamtheit der Untergruppen U von Z ist gegeben in der Form U =nZ := {n -m ) me Z}

mit n € Np. Ist U eine von {O} verschiedene Untergruppe von Z, so ist n das Minimum des
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Durchschnittes NN U. Daher ist n durch U stets eindeutig festgelegt.

Beweis: Wir beweisen zundchst die erste Aussage: Sei n € Ny beliebig, aber fest. Dann gilt fir die
Menge nZ, dass ...

— vorausgesetzt a,b € nZ seien beliebig, aber fest — auch a +b € nZ aufgrund der Tatsache,
dass 3my,m; € Z. a=nm; Ab =nm; und damit

a+b=nm;+nmy;=n(m;+my) €nZ.
7
€

— vorausgesetzt a € nZ sei beliebig, aber fest — ebenso —a € nZ, da

—a=-nm; =n(—my) € nZ.
7
€

Damit ist nZ eine Untergruppe von (Z,+). Im Fall n > 0 ist n nach Lemma das Minimum der
Menge NN nZ.

Wir wollen nun noch den letzten Teil der Aussage zeigen: Generell gilt, dass jede Untergruppe U von
(Z,+) mit einem Element x auch sein Negativ —x enthalt. Daher ist im Fall U # {O} sicher NN'U # (.
Wir setzen nun n = min(N N U) und beweisen U =nZ:

nZ C U: Aus der Tatsache n € U folgt per Induktion nach k die Tatsache V k € N. nk € UL

nZ 2 U: Man folgert diese Tatsache mit Satz Gegeben sei ein beliebig, aber festes, Element
777777777 ap € U. Mit a; :=n und einem passenden Faktor q; € Z gilt

0<agy—aiq1<ar=mn.
u
S

Nach Definition von n als Minimum von NN U kann dieses Element nicht positiv sein, es
ist deshalb null, also gilt

ap = aijq; =ndqq € 7.

Definition 3.10 (Grofiter gemeinsamer Teiler — ggT)

Eine Zahl d € Z heifie groter gemeinsamer Teiler der Zahlen a,b € Z (d = ggT(a,b)), wenn
gleichzeitig gilt:

d>0, d|la, d|b wund (t|laAt|b)=1t]|d.
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Anmerkungen zum groBten gemeinsamen Teiler

Man kann einfach auch den grofiten gemeinsamen Teiler auf mehr als zwei Zahlen erweitern,
man definiert dann die Zahl d =ggT(ay,...,a,) iiber die Eigenschaften

d>0,vVi<i<n.d|a; und /\ tla | =t|d

1<i<n
Es gilt dann im Fall n > 3 die Rechenregel

ggT(ar,...,an) =ggT(ggT(as,...,an_1),an).

Beweis: Wir setzen d = ggT(ay,...,a,) sowie d’ = ggT(ay,...,a,_1) und d” = ggT(d’, a;). Dann
sind per definitionem d > 0 und d” > 0. Ferner ist d” ein gemeinsamer Teiler von d’ und
a,. Deshalb gilt d” | a; fur 1 < i< r—1 und d” | a,. Dies hat dann wiederum zur Folge,
dass d” | d. Da andererseits d ein Teiler von aj,...,a,_; und a, ist, gilt d | " und d | a,, also
d| ggT(d’,a;) = d”. Zusammen ergibt dies mit der Antisymmetrie der Teilbarkeit, dass d = d”
gelten muss. O

atz 5.9 Xislenzsaiz Jur aen grojsien gemeinsamen letler

Jedes System von r > 1 ganzen Zahlen ay,..., a; besitzt einen grofiten gemeinsamen Teiler d. Er
ist gegeben durch die Gleichung
T
Y aiZ=dz.
i=1
.
Beweis: Die Summe U = ) a;Z der Untergruppen aiZ,...,a,Z von Z ist jedenfalls wieder eine

i=1
Untergruppe von ZE Nach Satz hat diese dann die Form U = dZ mit einem d € Ny. Da alle
a; € U= dZ sind, gilt d | ¢; mit 1 <1i < 1. Es gibt nun noch geeignete ¢; € Z mit Y ;_;aic; = d.
Ist t nun ein gemeinsamer Teiler der a;, etwa a; = tb; mit T <1 < r und geeigneten b;, dann folgt
unmittelbar

T T
d= Zaici =t Zbici,
i=1 i=1

woraus t | d abzulesen ist. Also besitzt d die drei charakteristischen Eigenschaften des grofiten
gemeinsamen Teilers. H

Rechenregeln zum gré6Bten gemeinsamen Teiler

Fir je drei Zahlen a,b,q € Z gilt ggT(a,b) =ggT(b,a—bq).
Beweis: Wir setzen nun a’ := a — bq. Es reicht nach Satz3.9|die Gleichung aZ + bZ =bZ + a'Z

zu zeigen. Diese folgt aber daraus, dass a’ ein Element ihrer linken Seite und a =bq+a’ ein
Element ihrer rechten Seite ist.

IDies folgt aus einem einfach zu beweisenden Satz, dass wenn (A,+) ein additives Modul sei und Uy,U;
Untergruppen desselbigen sind, die Summe $:=U; +U, := {a; +a; | a; € U; 1<1i<2} wiederum eine Untergruppe
des Moduls sind. Bedingung (i) wird uiber die Ausnutzung der Kommutativitit bewiesen, so gilt fur a’,a” € S beliebig,

aber fest, dass af +a} +af +a) =a] +af +a}+af =aj’ +a)’ € S. Bedingung (ii) folgt trivialerweise.
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Rechenregeln zum gréBten gemeinsamen Teiler (fort.)

Sind a.b.c € Z und gilt ggT(a,c) =1, so ist ggT(ab,c) =ggT(b,c).
Beweis: Aufgrund der Voraussetzung gilt aZ + cZ = 7Z. Wegen der offensichtlichen Inklusion
bceZ C ¢Z ist darum

bZ+cZ =b(aZ+cZ)+ cZ
=abZ+bcZ + cZ = abZ + cZ,

womit b und c dieselbe Untergruppe von Z wie ab und c erzeugen. Nach Satz|3.9|folgt daraus
die zu zeigende Aussage.

Ist t € Ny, so gilt stets ggT(tay,...,ta;) =t-ggT(aj,...,a:).
Beweis: Wir setzen d’ := ggT(tay,...,ta;) und d = ggT(ay,...,a,). Da d alle q; teilt, gilt td | ta;
T

fur alle 1 <i<r, also td | d’. Nach Satz[3.9|gibt es aber ganze Zahlen c;,...,c; mit d = }_ a;c;.
i=1

Wir folgern daraus

T T
td=) taic;€ ) (ta))Z=d'z,
i=1 i=1

und erhalten damit d’ | td. Aus diesen beiden Aussagen folgt die zu zeigende Gleichheit.

Sei d =ggT ((ai)1<icr) und d’ eine Zahl die die Bedingungen an einen grofiten gemeinsamen
Teiler ebenfalls erfullt, dann gilt d’ = d und der grofite gemeinsamen Teiler ist damit eindeutig
bestimmt. Es gilt ferner ggT(ay,...,a,) =0 genau dann, wenn alle a; =0 sind.

Beweis: Wegen d’ | d und d | d’ gelten dann die Gleichungen d =n’d’ und d’ = nd mit geeigneten
n,n’ € Z. Sie ergeben dann d =0« d’ =0, und im Fall d > 0 die Abschitzungen d’ < d < d’.
Letztere Aussage ergibt sich direkt aus der Definition der Teilbarkteit. D

Definition 3.11 (Teilerfremdheit)
Zwei Zahlen a,b € Z heiflen teilerfremd genau dann, wenn ggT(a,b) =1.

Satz 3.10 (Variante des Lemmas von Bézout)
VabeZ.Fo,peZ. ggT(a,b)=xa+pb.

Beweis: Wir missen nur den Fall a # 0, b # 0 betrachten, da fir die anderen Falle die obige Zerlegung
trivial moglich ist. Wir betrachten hierfiir die Menge

S:= {ax+by ‘ X,y € Z und (ax + by) EN}

der strikt positiven Linearkombinationen von a und b. Es gilt, dass S nichtleer ist, da entweder
a oder —a in S liegen (mit y =0 und x = £1). Da S nichtleer und nach unten beschrankt ist, hat
es ein kleinstes Element d = aa + 3b. Wir zeigen nun, dass d die Eigenschaften eines grofiten
gemeinsamen Teilers von a und b besitzt.

e d|a: Mit Satz|3.7|der ganzzahligen Division von a und d existiert ein eindeutiges q und r, so
dass
a=d-q+r mit0O<r<d.

Es gilt r € SU{0}, da
r = a—d-q=a—q(xa—fb)
a-(1—qu)—>b-qp.
Aufgrund der Minimalitdt von d gilt r =0, woraus d | a folgt.
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* d|b verlauft analog.

* (t|a/At|b)=-t]|d:Seitals gemeinsamer Teiler von a und b beliebig, aber fest. Dann existieren
u,V, so dass a = cu und b = cv. Damit gilt

d=aa+pfb=acu+pcv=c- (ux+vp),
woraus folgt, dass c | d.

Mit den drei Eigenschaften folgt dann, dass d der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist. O
Unmittelbar aus Satz folgt folgender Satz:

Satz 3.11 (Lemma von Bézout)

Zwei Zahlen a,b € Z heifien teilerfremd genau dann, wenn «, 3 € Z existieren mit

xa+pb=1.

Beweis: trivial durch Satz in Verbindung mit Defintion [3.11} O

Algorithmus zum Finden des ggTs Wir lernen an dieser Stelle den euklidischen
Divisionsalgorihtmus kennen:

Verfahren 3.1 (,erweiterter” euklidischer Divisionsalgorithmus)
Seien a,b € Zund a# 0V b # 0, so berechnet sich der ggT durch:

(1) Setze r_5 < |a| und r_; < |b|.
(2) Fir k =0 wiederhole solange bis ry =0

(2.1) Suche qy, Tk, so dass T2 = qxTk—1 + Tk
(2.2) Setze N+ kund k< k+1

(3) ggT(a,b) N1

Beweis: Wir zeigen nun, dass Verfahren [3.1]immer terminiert und korrekt ist.

Terminierung Wir zeigen dazu zuerst folgende Aussage: In allen Schritten ab k =0 gilt 0 <7y <
Ti_1. Beweis: Schritt[(2.1)]in Verbindung mit Satz[3.7]ergibt, dass (qy, i) eindeutig
existiert und 0 < 1 < 17 gilt.

Sollte nun |a| < [b] sein, so gilt 1, < r_;, aber|(2.1)|setzt 1, = |a| =0 - |b| +L(i,

=79
womit folgt, dass Tp < v_1 gilt, was dann die Aussage ab k = 0 erfullt. O
N kann nun nicht unendlich sein, da es nur eine endliche Anzahl an nichtnegativen
Zahlen zwischen 1y und 0O gibt.

Korrektheit Wir zeigen zuerst folgende Hilfsaussage:

Lemma 3.12 (Rechenregel fiir den grofiten gemeinsamen Teiler)

ggT(maj,may) =|ml|-ggT(aj,ay) fuirmeZ

Beweis: Sei d’ = ggT(maj,ma;) und d = ggT(aj,az), so gilt md | d’. Wir
schlussfolgern daraus:

= d'=mdc|maj,ma; =dc|aj,a;=dc|d=c]|]1.
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Daraus folgt dann die zu zeigende Aussage. O
Damit gilt dann auch ggT(|al,[b]) = ggT(a,b), womit Schritt|(1) den Algorithmus
nicht verfalscht. Wir zeigen nun, dass ggT(a,b) =rN_1 gilt.

Wir stellen leicht fest, dass ry_1 Tn— teilt, da rn_2 = qnTN—1 4 0 gilt. Damit folgt
aber auch, dass ry_7 TN_3 teilt, da TN_3 = qN_1TN_2+TN-1 gilt und TN_7 somit jeden
Summanden teilt. Dieselbe Argumentation wird nun wiederholt angewandt und
ergibt, dass rn_1 alle vorherigen Reste 1 mit —2 < k < N —1 teilt, insbesondere also
auch a und b. Da ry_; gemeinsamer Teiler von a und b ist, gilt rn—1 | ggT(a,b).
Ebenso schnell wird festgestellt, dass jeder gemeinsame Teiler von a und b alle
Reste Ty teilt. Sei nun c ein beliebig, aber fester, gemeinsamer Teiler von a und b.
Dann gilt per definitionem, dass a = c¢-m und b = ¢ - n mit geeigneten n,m € Z.
Daraus konnen wir schliefen, dass c | rp, da 7g = a— qob = mc—qonc = c(m—qon).
Analoge Argumente zeigen, dass c auch die Reste 11,12,... teilt, woraus folgt, dass
ggT(a,b) | rn—1 gelten muss. Damit folgt dann unmittelbar, dass rn—1 =ggT(a,b)
ist. [

Durch die Einfilhrung des ggT schliefSen wir nun auf den Zusammenhang von Inversen und
Teilbarkeit:

Satz 3.13 (Aquivalenz der Existenz eines multiplikativen Inversen und der Teilerfremdheit)

[aln € Zn hat ein multiplikativ inverses Element [a];] € Zn genau dann, wenn a und n
teilerfremd sind.

Beweis:
,="“: Ist [a]l,, € Z,, invertierbar, so muss ein [b],, € Z,, existieren mit [a],, - [bl, = [1];1, also mit ab =, 1
mod n oder n | (1 — ab). Folglich existiert ein k € Z mit kn = 1— ab, womit 1 = ab + kn gilt.
Nach Satz[3.11lsind damit a und n teilerfremd.
,<="“: Sind nun a und n teilerfremd, so existieren nach Satz zwei Zahlen o,n € Z mit 1 = xa+nmn.

Fur die Restklasse [aln, € Zy, gilt dann [a]y, - [l = [1]y, womit [a]y, zu [a], multiplikativ invers
ist. ]

Fur die bereits geaufSerte Vermutung sei jetzt noch definiert, was eine Primzahl ist.

Definition 3.12 (Primzahl)

Eine Zahl p € N>, heifle Primzahl genau dann, wenn sie genau zwei positive Teiler, ndmlich 1
und p hat. (Die 1 gehort nicht zu den Primzahlen)

Wir bezeichnen Die Menge aller Primzahlen als PP.

Wir formulieren unsere Vermutung jetzt in einem Satz:

Satz 3.14 (Restklassenring enthdlt multiplikative Gruppe)
Vn > 2. (Zn\{0},-) ist ein Modul < n ist prim.

Beweis: ergibt sich direkt durch Satz i.V.m. Definition [3.12] O

Satz 3.15 (Restklassenkorper)

Der Restklassenring (Zn,+,-) von Z modulo n ist genau dann ein Korper, wenn n prim ist.

Beweis: trivial O

Definition 3.13 (endliche Restklassenkorper)
Fir p prim bezeichnen wir Z, mit F, und nennen ihn den Restklassenkorper von Z modulo n.
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endliche Korper

Eine sehr interessante Frage, die man sich stellen kann, ist, ob es neben den so konstruierten I,
noch weitere endliche Korper gibt.
Per se ist dies erstmal moglich, fiir p prim und n € N kann man einen Korper mit p™ vielen

Elementen konstruieren. Dazu sucht man in [, ein Element, das nicht die n-te Potenz eines
anderen Elements ist und ,adjungiert” dieses zu [Fp,. Sonst lassen sich allerdings keine weiteren
endlichen Korper finden.

Wir wollen jetzt noch einmal genauer auf die Multiplikation in Z, (mit n € N beliebig) eingehen.
Wir wissen nach Satz dass wenn n ¢ PP ist, nicht jedes Element ein Inverses bezuglich der
Multiplikation besitzt. Wir suchen jetzt eine Menge, in der das nicht der Fall ist. Wir definieren also:

Definition 3.14 (multiplikative Gruppe)

Sei (Zn,+,-) ein Restklassenring, dann bezeichne (Zj,,-) mit

Zi = {laln € Zn | [0l € Zn } € Zn\{[Oln}

die multiplikative Gruppe von Z,.

Wir wissen aus Satz dass Z;, genau die zu n teilerfremden Elemente aus Z;, enthalt. Wir wollen
an dieser Stelle unsere Behauptung tiberpriifen, dass Z; mit der vom kommutativen Monoid (Zn, )
geerbten Multiplikation ein Modul ist.

Behauptung 4

(Z7,-) ist ein Modul mit neutralem Element [1],.

Beweis:

— (Z3,,-) ist Halbgruppe: Die Assoziativitat folgt unmittelbar aus der Eigenschaft, dass (Zn,-)
ein kommutativer Monoid ist, zu zeigen bleibt die Wohldefiniertheit der Operation:
Haben [aln,[bln € Zy inverse Elemente, sind also Elemente von Z!, dann hat auch das
Verkniipfungsergebnis [al,, - [bl, mit [b];] . [a]T_L1 ein Inverses, da

Damit ist [al, - [bln € Z5. v

— (Z3,,-) ist ein Monoid mit neutralem Element [1],: [1],, ist neutrales Element der geerbten
Operation. Da ggT(1,n) =1 gilt ebenso [1],, € Z,. v

— (Z3,,-) ist eine Gruppe: Zu zeigen ist die Existenz eines inversen Elements zu jedem Element
[aln € Z;,. Sei also [a]n € Z7, beliebig, aber fest, womit [a];1 € Zn garantiert ist. Da aber auch
[(1];1 mit [a], ein Inverses hat, gilt: [a]T_L1 € Zy. v

— (Z3,-) ist Modul: Zu zeigen bleibt Eigenschaft (G4). Diese folgt aber aufgrund der
Eigenschaften der Operation. v

Wir schlussfolgern, dass (Z;,-) eine abel’sche Gruppe ist. [
Wir wollen nun nocheinmal Primzahlen und ihre Eigenschaften genauer betrachten.

Lemma 3.16 (Lemma von Euklid)

Wenn eine Primzahl p das Produkt ab zweier ganzer Zahlen a,b teilt, dann teilt sie mindestens
einen der Faktoren.
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Beweis: Angenommen p | ab, aber p teilt weder a noch b. Damit existieren nach Satz Zahlen
T,s,mund n € Z, so dass
ra+sp=1 und mb+np=1.

Durch Multiplikation der Gleichungen erhalten wir den Zusammenhang

1=(ra+sp)(mb+np) :@ab +p (smb+ran+ snp),

-

€Z 7
aus welchem wiederum mit Satz folgt, dass p yab gelten muss. 4 O

Satz 3.17 (Fundamentalsatz der Arithmetik in 7.)
Jede naturliche Zahl n € N besitzt eine eindeutige Darstellung

m
n:Hp{Xi mit m € Ny,o; e Nyp; € P
i=1

und einer Anordnung p; < pz <+ < pm. Wir nennen diese Darstellung Primfaktorzerlegung
von .

Beweis:
Existenz Wir zeigen die Existenz per Induktion uber n.

IA: n = 1: Die Darstellung ist durch das leere Produkt mit k = 0 erreicht. v

IS: m—n+1):
Induktionsvoraussetzung (1V):
Fur alle j € N, so dass N 3 j <n, besitzt j eine Primfaktorzerlegung.

Wir mussen nun zwei Falle unterscheiden. Entweder ist n+ 1 prim, womit
mit k = 1 und p; = z+ 1,1 = 1 die gesuchte Darstellung erreicht ware,
oder z 4+ 1 ist nicht prim. Dann muss es allerdings per definitionem eine
nichttriviale Zerlegung von z+ 1 in zwei Faktoren z+4 1 = f; - f; geben mit
2 < f1,f < n, womit beide Faktoren nach Induktionsvoraussetzung eine
Primfaktorzerlegung besitzen. Da (Z,-) ein kommutativer Monoid ist, lasst
sich diese gemaf der Vorschrift oben mit Potenzgesetzen umordnen. v

Eindeutigkeit Wir zeigen auch die Eindeutigkeit per Induktion uber n.

TIA: n =1: trivial. v
IS m—n+1):
Induktionsvoraussetzung (IV):

Fir alle j € N, so dass N > j < n, besitzt j eine eindeutige
Primfaktorzerlegung.

Seien nun im Allgemeinen zwei Zerlegungen n =pj-p2 - Pm =q1-q2 -
.-+ gm in Primfaktoren gegeben. Per definitionem teilt dann p; das rechte
Produkt, damit nach Lemma [3.16|mindestens einen der Faktoren. (E sei dies
q1. Da qj selbst prim ist, muss automatisch gelten, dass q; = p;. Aufgrund
der Nullteilerfreiheit von Z kann man nun eine Kirzungsregel anwenden und
erhalt

n/:pz.....‘pm:qz.....qm)

wobei n’ aufgrund n’ < n per Induktionsvoraussetzung eine eindeutige
Zerlegung hat. Damit hat auch n eine eindeutige Zerlegung. [
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Anmerkungen

Man kann den Fundamentalsatz der Arithmetik auch auf allgemeine ganze Zahlen erweitern,
man erhalt sogar die Eindeutigkeit. Dies wird mit einem =+ vor dem Produkt geschafft.

Ebenso lasst sich das Konzept der Primfaktorzerlegung auf Polynomringe tibertragen. Das

Analogon zur Primzahl ist dann das irreduzible Polynom, also Polynome, welche sich nicht als
Produkt von Polynomen mit echt niedrigerem Grad schreiben lassen. Abgesehen von konstanten
Vorfaktoren hat dann jedes Polynom eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige
Darstellung als Produkt von irreduziblen Polynomen.

Wir wissen ebenso:
Satz 3.18 (Anzahl an Primzahlen)
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: Angenommen es gabe nur endlich viele Primzahlen Py = {p;,... ,pr}ﬂ so bilden wir die Zahl

(i)

Entweder n ist prim, dies fuhrt aber unmittelbar zum Widerspruch, da n > p- ist, oder n ist nicht
prim. Dann miisste sie allerdings einen Primteiler p; besitzen, der sowohl py - ---- pr also auch 1 teilt.
Da 1 aber keine Primteiler hat, fithrt dies zum Widerspruch. 4 O

Wie findet man nun Primzahlen <n?

Verfahren 3.2 (Sieb des Eratosthenes)

(1) Stelle eine Liste £ der Zahlen 2,...,n auf
(2) Bezeichne P die Liste der aktuellen Primzahlen bis k

(3) Fur k :=2 wiederhole solange bis K2 >n

(3.1) Notiere k als Primzahl (P :=PuU{k})
(3.2) Streiche alle echten Vielfachen von k aus der Liste ¢
(3.3) Setze M = {j ‘ K E}
(3.4) Setze k:=minM
(4) Ppign:=PUL

Beweis: Wir zeigen nun, dass Verfahren 3.2)immer terminiert und korrekt ist.

Korrektheit Wir zeigen nun, dass die Menge Py;s , am Ende des Verfahrens alle Primzahlen <n
enthalt. Wir bezeichnen nun die Menge der natuirlichen Zahlen < n als N,. Wir
wissen, dass die Menge P genau die Zahlen aus N, enthalt, welche nicht gestrichen
wurden. Dies ist klar, da nur die echten Vielfachen (mit Faktor > 2) gestrichen
werden. Da eine Primzahl niemals ein echtes Vielfaches einer anderen Zahl ist,
werden damit die Primzahlen in Ny nicht gestrichen. Wir mussen jetzt noch zeigen,
dass eine jede Zahl, welche nicht gestrichen wurde, notwendigerweise prim ist.

2Es wird hier angenommen, dass p;_1 < p; fur alle 1 <i < rgilt.
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Terminierung

Sei also m eine beliebige Zahl, die nicht gestrichen wird. Man betrachte den
kleinsten Primteiler g von m und sieht dann, dass m =k-q mit Z > k > 1 gelten
muss (Folgerung aus Satz . Golte nun k > 2, so ware m allerdings ein echtes
Vielfaches einer Primzahl q < n. Nach eben getroffener Aussage wird q allerdings
nicht gestrichen und ist damit eine Zahl der Menge P. Bei einem Siebeschritt (Schritt
misste damit aber m gestrichen werden. Damit ist k = 1 und m eine Primzahl.
Damit gilt, dass alle im Siebverfahren auftretenden Zahlen € P prim sind.

Jetzt mussen wir noch beweisen, dass das Verfahren auch alle Primzahlen < n
herausfindet. Mit anderen Worten miissen wir die Schleifenbedingung nachweisen.
Wir wollen dazu zuerst zeigen, dass wenn mit allen Primzahlen < p bereits gesiebt
wurde, p? die — beim Schritt mit p — nichste zu streichende Zahl ist. Dies folgt
eigentlich direkt aus der Tatsache, dass bereits alle Vielfachen k-p mit 2 <k <p
bereits gesiebt wurden. Sei namlich q kleinster Primteiler von einem solchen k, so
giltk-p=q-(k’-p). Daaber q < k < p gilt, ist k-p als echtes Vielfaches von q bereits
beim Schritt mit q gestrichen worden. Beim Schritt mit p wird damit p - p =p? als
nachstes gestrichen.

Jetzt zeigen wir noch, dass wenn mit allen Zahlen p < /1 gesiebt wurde, weitere
Schritte keine Streichungen in der Liste { mehr bewirken. Sei p;,, < /n die grofite
Primzahl < \/n. Wie eben festgestellt, ist bei einem Schritt mit p,, die nachste zu
streichende Zahl pZ, < n. Die nachfolgende Zahl, mit der gestrichen wird, ist dann
Pm+1, welche nach Voraussetzung allerdings groer \/n ist. Damit ist die erste zu
streichende Zahl ebenfalls groler n, in der Liste der Zahlen < n wird damit ab jetzt
nichts mehr gestrichen. Damit erhalten wir alle Primzahlen, wenn wir das Streichen
bis y/1 beschranken und die iibrigen Zahlen als Primzahlen mit dazu nehmen. Der
Algorithmus ist damit korrekt.

Das Verfahren terminiert immer. Es gibt immer noch Zahlen in {, welche noch
nicht gestrichen wurden, dann wahlen wir in Schritt die kleinste aus. Da diese
Menge endlich und nach unten beschrankt ist, gibt es das Minimum in der Menge.
Da wir nur Primzahlen aufsteigend auswahlen und es nur endlich viele Primzahlen
< 4/n gibt, muss es nach endlich vielen Schritten eine Zahl geben, welche grofer
als y/n und prim ist, wird diese ausgewahlt, so terminiert der Algorithmus. [

Wir wollen uns nun Fragen, wie viele Elemente die multiplikative Gruppe Z;, enthalt. Wir definieren

deswegen:

Definition 3.15 (EuLer’sche Phi-Funktion)

Die EuLer’sche Phi-Funktion ¢ : N — N ist definiert durch

o) :=ord(Zy, ) =IZ}|=# {1 <k<<n ) ggT(k,n) =1 }

Dabei ist die Ordnung ord(G, %) einer endlichen Gruppe G die Anzahl ihrer Elemente.

Wie man ¢@(n) berechnen kann, entnimmt man am besten folgendem Satz:

Satz 3.19 (Berechnung von @(n))

(i) o(p*)

Sei p € P eine Primzahl und k,1,m € N, dann gilt:
(i) e(p)=p—

=pk—pT=pT(p-1)

(iii) ggT(L,m)=T1=¢(l-m)=0@(1)-¢(m)
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Beweis: An dieser Stelle wird nur [(ii)] gezeigt, da (i) trivial und [(iii)) mit dem Homomorphiesatz (Satz
nachgeholt wird.

Von 1 bis pk gibt es pk viele Zahlen, von denen nur diejenigen , entfernt” werden miissen, die durch
p teilbar sind, also

P2p,.. P P, (P 1) Py, (P 1) p

Damit bleiben p* —1— (p*~! — 1) = p* — p*~! Elemente iibrig. O
Anwendung findet die @-Funktion vor allem beim kleinen Fermatschen Satz sowie den
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Gaufi zeigte, dass das regelmafliige n-Eck mit Zirkel und
Lineal konstruierbar ist genau dann, wenn ein k € N existiert, so dass ¢(n) = 2%. Man schloss daraus
dann auch, dass nicht jeder Winkel mit Zirkel und Lineal dreigeteilt werden konnte. Ebenso findet
die Funktion Anwendung in der Fehlererkennung (— Kapitel [3.2).

Wir rufen uns jetzt Defintion |3.2|in Erinnerung und fragen uns wie man am besten Untergruppen
finden kann. Wir merken eine Methode hier an, denn sei (G,-) beliebig und a € G, so ist
(a):= {ak ‘ k e Z} eine Untergruppe von (G, ). Man nennt sie die von a erzeugte Untergruppe. Wir
definieren:

Definition 3.16 (Zyklische Gruppen und Ordnungen)

Eine von einem Element erzeugte Gruppe heiflt zyklisch. Falls es ein k € N gilt mit a® =1, so
wird das kleinste k € N mit dieser Eigenschaft als Ordnung von a bezeichnet, andernfalls gilt
ord(a) = oo.

Definition 3.17 (Morphismen)

Seien (M, x) und (N, A) algebraische Strukturen mit Verkniipfungen * und A. Eine Abbildung
f € Abb(M,N) heile Homomorphismus genau dann, wenn

vV x,y € M. f(xxy) = f(x)Af(y) (H)
Ein Homomorphismus f heifle ...
Monomorphismus genau dann, wenn f ... Endomorphismus genau dann, wenn
injektiv ist. (M, %) = (N,A)
Epimorphismus genau dann, wenn f ... Automorphismus genau dann, wenn
surjektiv ist. (M, %) = (N,A) und f bijektiv ist.

Isomorphismus genau dann, wenn f bijektiv ist. (Wir sagen dann, M ist isomorph zu N
und schreiben M = N)

(Tragen M, N mehrere Verkniupfungen *;,A; mit 1 <1<k, so muss (H) fur alle Indizes i gelten!)

Satz 3.20 (Eigenschaften des Gruppenhomomorphismus)

Seien (G,x) und (H,A) Gruppen und beschreibe f : (G,x) — (H,A) einen
Gruppenhomomorphismus, so gilt ...

(@) ... f(1g) = Ty, wobei 1g, 1 die neutralen  (d) ... im(f) ist Untergruppe von H

Elemente in G resp. H sind.
(e) ... ker(f) := {a € G | f(a) = T} ist

() ... VaeG. fla') =f(a)”', wobei x! Untergruppe von G

das Inverse zu x ist. L
(f) ... f ist injektiv genau dann, wenn der

(c) ... f Isomorphismus = f~! ebenso Kern von f trivial ist.

Beweis:

(a) THAf(1g) =f(1g) =f(1g x16) = f(16)Af(1g) = Th = (f(16)Af(16))Af(16) ! =f(1g)
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(b)

(c)

(f)

Mitfolgt Thu=~f(1g) =flaxa ') =f(a)Af(a~"), damit verhalt sich f(a™') genauso wie das
Inverse zu f(a).

Als Isomorphismus ist f bijektiv, damit wissen wir aus der Vorgingerveranstaltung, dass '
existieren muss und ebenfalls bijektiv ist. Seien by,b; € Hund a; = f~1(by) und az = f~1(by).
Aufgrund der Bijektivitit von f existieren auch a; und a,. Wir iiberpriifen nun, ob f~' ein
Homomorphismus ist. Aus der Homomorphismuseigenschaft von f folgt unmittelbar, dass
f(a; * az) = f(a;)Af(az) = bjAb,. Per definitionem gilt dann aber auch, dass f~'(bjAb;) =
a;xay;=f1(by)xf 1 (by), was f~! zu einem Homo- und damit auch Isomorphismus macht.

Sei B := im(f). Dann gilt Ty = f(1g) € B. Seien nun h;,h; € B, so gibt es g1,g92 € G mit
f(g1) = hy und f(g2) = hy. Damit ist hjAh; = f(g1)Af(g2) = f(g1 * g2) € B. Ebenso gibt es fir
h € B ein g € G mit f(g) = h. Somit ist k™! = (f(g))™' = f(g~') € B, woraus die zu zeigende
Untergruppeneigenschaft von B folgt.

Wegen f(1g) = Ty ist 1g € ker(f). Seien g,g’ € ker(f), so ist

f(gxg') =1(g)Af(g') = ThATly =Th

und daher auch gx g’ € ker(f). Sei nun g € ker(f). Wir betrachten dann das inverse Element
g~ Es gilt

flg™") =(f(g)) ' =11 =1n,
also auch g~' € ker(f).

»=“: Wenn f injektiv ist, so darf auf jedes Element h € H hochstens ein Element aus G gehen.
Da f(1g) = 1, darf kein weiteres a € G existieren mit f(a) = 1. Der Kern ist damit
trivial.

o

<= Seiker(f) ={1g}. Angenommen es existierte ein h € Hund g,g’ € G, so dass f(g) =f(g’) =
h gelte. Dann ist f(g * g1 = f(g)Af(g’)"! = hAh™! = 1y, also gelte g = g ! € ker(f),
dementsprechend muss gelten, dass g 9’4 = 1g, woraus unmittelbar die Gleichheit von
g und ¢’ folgt. O

Es sei U nun eine Untergruppe von (G, *). Dann beschreibe die Gleichung

eine

a~| b alxbel (3.1)

Aquivalenzrelation auf G, denn sowohl

@ Reflexivitat ist durch

1

aN‘ua, daa 'xa=eel,

@ als auch Symmetrie durch den Zusammenhang

©

-1

aN}ub<:>a_]*b€U<:>U9(a_1*b) :b_]*a<:>b~|ua

sowie Transitivitat durch den Zusammenhang

a~’ub/\b~}uc©a*]*b€U9b’1*c@(a*]*b)*(b’]*c):aq*CGU(:)aN c

u

erfiillt. Die Aquivalenzklassen der Relation bezeichnen wir mit [a]y. Es ist

eine
Wir
nun

[a]u:{bEG|a~|ub}:{b€G|Elueu.b:a*u}:{a*u‘uEU}:a*U

Linksnebenklasse von L.
schreiben fur die Menge der Linksnebenklassen auch 6/u := {[a]u ae G}. Wir wollen uns
mit Struktureigenschaften ebendieser Strukturen naher beschaftigen, wobei folgender Satz ein

hinreichendes Kriterium gibt.
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Satz 3.21 (Struktureigenschaft von G/u)

Ist (G,*) eine abel’sche Gruppe und U C G eine Untergruppe, so wird durch die auf G/u
wohldefinierte Verkupfung

[a]y * [bly = la*bly (3.2)

G/u zu einer abel’schen Gruppe mit neutralem Element [e]y = U.

Beweis: Entscheidend ist zunachst einmal die Wohldefiniertheit der Verknupfung ,*“ auf G/u. Es
gelte also [aly = [a’]y und [b]ly = [b']y, das heifdt

Juj,w €U.a’=axujund b’ =b*u,.
Wir schliefSen daraus:

a’ b’ = (a*xw)*(b*xuy)=ax*(uw xbxuy)
ax(bxu;*xuy) =(axb)*xu, wobei w:=uj*xu; € U.

Daraus folgt unmittelbar, dass a’+b’ € [axbly, und daher [a’+b’]y = [axbly, woraus die Behauptung
der Wohldefiniertheit folgt.

Das unter der Verknupfung * (G/u,*) zu einer abel’schen Gruppe wird, ist trivial gezeigt. O
Wir definieren damit:

Definition 3.18 (Faktor-/ Quotientengruppe)

Wir bezeichnen (6/u,*) aus Satz als Quotienten- oder auch Faktorgruppe. Im allgemeinen
gilt:

Aus einer algebraischen Struktur A und einer Kongruenzrelation ¥ auf ebendieser kann eine neue
algebraische Struktur A/9» gewonnen werden, diese heifle dann Faktorstruktur, Faktoralgebra
oder auch Quotientenstruktur, Quotientenalgebra. Die Grundmenge ist dabei gerade die
Faktormenge A/% und fur jede n-stellige Operation f5 : A™ — A von A wird eine neue Operation

fA/e : (A/S)n —>A/19 mit fA/s ([a]]{),...,[an]g) = [fA(ah...,an)]ﬁ

auf A/9 definiert.

Fur unser U oben brauchen wir allerdings nur die Eigenschaft eines Normalteilers. Wir definieren
weiter:

Definition 3.19 (Normalteiler)

Sei (G,*) eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Man nennt H einen Normalteiler genau
dann, wenn

Vx e G. xH = Hx,

also wenn die Linksnebenklasse zu x mit der Rechtsnebenklasse zu x ibereinstimmdt.

Damit lasst sich Satz zu folgender Aussage abschwachen:

Satz 3.22 (Struktureigenschaften der Faktorgruppe)

Sei (G, *) eine Gruppe und U C G ein Normalteiler derselbigen, so ist dann die Faktorgruppe
G/u mit der in Satz definierten Verkniipfung (3.2) eine Gruppe.

Beweis: trivial. O
Wir erweitern nun Satz um eine interessante Eigenschaft:

Satz 3.20 (Eigenschaften des Gruppenhomomorphismus, (fort.))
| Seien (G,*) und (H,A) Gruppen und beschreibe f : (G,x) — (H,A) einen
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Gruppenhomomorphismus, so gilt ...

(g) ... ker(f) ist Normalteiler.

Beweis:
(g) Sei a € G,b € ker(f) beliebig. Dann ist
flaxbxa™ ) =f(a)Af(b)A(f(a)) " =1y,

woraus unmittelbar folgt, dass a b al=ue ker(f) und somit, dass a*b =u=xa gilt, woraus
folgt, dass ker(f) ein Normalteiler ist. m

Wir wollen nun — bevor wir uns mit Homomorphie-, Struktur- und Fermats Satzen beschaftigen —
einmal naher anschauen, wie die Anzahl der Elemente in einer Untergruppe mit der der Obergruppe
korreliert. Wir definieren dazu zuerst noch einmal genauer die Begrifflichkeiten der Nebenklassen:

Definition 3.20 (Index und Nebenklassen)

Sei (G,x*) eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann bezeichnet man mit 6/H (lies: ,G
nach H“ oder ,G modulo H“) die Menge aller Linksnebenklassen und mit H\G die Menge aller
Rechtsnebenklassen in G bezuiglich H:

G/H = {g*H‘ gGG}

H\G = {H * g ‘ ge G} Rechtsnebenklassen

Die Anzahl der Linksnebenklassen wird als der Index von H in G bezeichnet, man schreibt auch
G : H.

In Wirklichkeit sind die Linksnebenklassen gegeniiber den Rechtsnebenklassen in keiner Weise
ausgezeichnet, man erkennt leicht, dass der Index von H in G auch gleich der Anzahl der
Rechtsnebenklassen von H in G ist. Damit ist es uns moglich folgenden Satz genau aufzufassen:

Satz 3.23 (Satz von Lagrange)

Es sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergrupepe. Dann ist die Ordnung von H ein Teiler
der Ordnung von G. Der Quotient ist dann genau der Index von H in G:

#G = #G/H - #H = (G : H) - #H

Beweis: Es seien ajH,...,axH die verschiedenen Nebenklassen bezuglich H. Es ist definitionsgemaf3
also k = #G/H die Anzahl der Linksnebenklassen. Nach dem Vorkommentar zu Satz[3.21]handelt es
sich bei den Mengen ajH,...,a H um Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation auf G. Nach einer
generellen Eigenschaft von Aquivalenzrelationen ist G die disjunkte Vereinigung der Klassen, womit
fur die Machtigkeit gilt, dass

k
#G =) #(aiH).
i=1
Man erkennt schnell, dass alle Mengen a;H gleich viele Elemente haben, genauer gleichmachtig zu
H sind. Dazu betrachte man die Abbildung
X — aix, H— aiH,

welche per definitionem surjektiv und da die Existenz von neutralem und inversen Elementen
gesichert ist auch injektiv ist. Zusammengefasst gilt dann:

#G =k #H = #6/1 - #H
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O
Aus Satz folgt dann unmittelbar:

Korrolar 3.23 (,,Korollar” von Lagrange)

Es sei G eine endliche Gruppe und a € G. Dann ist die Ordnung ord(a) von a ein Teiler der
Ordnung von G.

Mit Definition haben wir Faktorgruppen konstruiert. Wir wollen nun ein bisschen mehr tiber
die Struktur von solchen Faktorgruppen herausfinden. Dazu erkldren wir folgenden Satz, der den
Zusammenhang zu Gruppenhomomorphismen erlautert:

Satz 3.24 (Homomorphiesatz)

Es seien (G,*) und (H,A) Gruppen mit f: (G,*) — (H,A) als Gruppenhomomorphismus, so
beschreibt

f: G/ker(f) — im(f)

[eriry —  Fllaler(r) = f(a)

einen Gruppenisomorphismus. Damit gilt: G/ker(f) = im(f).

Beweis: Nach Satz [3.20(g) ist G/ker(f) eine Gruppe. Wir zeigen nun die Eigenschaften des
Gruppenisomorphismus:

« fist wohldefiniert: Sei [alker(r) = [alker(f), also a’ = a*u mit u € ker(f), so folgt direkt

f(la'lker(r)) = fl@') = flaxw) = f(a)Af(w) = f(a)Aer = F(a) = T{[aljer(r)

« fistein Gruppenhomomorphismus:

f([a]ker(f) * [b]ker(f)) =f(lax b]ker(f]) =f(axb)=f(a)Af(b) = f([a]ker(f))Af([b]ker(f))

. fist surjektiv: trivial

. fist injektiv: Nach Satz miussen wir nur zeigen, dass der Kern von f trivial ist. Es gilt

f(lalker(r)) = fla) = ey = a € ker(f) = [alyer(s) = ker(f) = [eglker(r),

womit die Injektivitat gezeigt ist. [

Korrolar 3.24 (Elementzahl der Gruppe)

#G = #ker(f) - #G/ker(f) = # ker(f) - #im(f)

Wir wollen nun zur EuLer’schen Phifunktion ¢ (n) zuriickkehren. Satz gab zur Berechnung
von @(1-m) eine Rechenregel an, welche es uns erlaubt den Wert fur jede beliebige Zahl auszurechnen.
Wir wollen diese nun beweisen und legen unsere Aussagen dafiir in einen zusammenfassenden Satz
nieder:

Satz 3.25 (Zusammenfassender Satz)
Es seien n,m € N\{1}. Dann gilt:
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(i) Fur ggT(n,m) =1 ist die Abbildung

Xlmn — ([X]m)[x]n)

einen Gruppenisomorphismus bezuiglich ,+“, dessen Einschrankung
() .
f: Zim — ZyxZj
ebenfalls bijektiv und damit wohldefiniert ist.

(iii) Fur ggT(n,m) # 1 gilt diese Isomorphie der Gruppen nicht.

Beweis:
(i) Nach Satz missen wir nun zeigen, dass die Abbildung

f:7Z — ZmXZnyx— (Xlm, [Xn)

gerade den Kern ker(f) = m-nZ hat. Dann gilt im(f) = im(f) ist isomorph zu Zm., und daher

auch
ord(im(f)) =ord(Zmn) =m-n=ord(Zm X Zn),

woraus zu schliefien ist, dass f und ?surjektiv und damit f ein Isomorphismus ist.

Sei also f(x) = ([Oln, [0]n), das heift x =0 mod m und x =0 mod n. Dies gilt fur x=m-n-k
mit k € Z, damit ist m - nZ C ker(f).

Umgekehrt ist jedes x € ker(f) durch m und n teilbar. Daher gibt es k1,k; € Z mit

x=k;-m=%k; -n.
Da aber nach Voraussetzung m und n teilerfremd sin, muss
k1:11-n und k2:lz-n

gelten (dies folgt sofort aus Satz[3.11|mit l- m+k-n = 1). Damit folgt dann x =1; - n-m =
l, - m-n € mnZ, also gilt ker(f) C mnZ.

(ii) Zunachst zeigen wir die Wohldefiniertheit, indem wir zeigen, dass fir ein beliebiges a € Zj,,, C
Zmn gilt, dass fla) € 7%, x 7% . Wir betrachten dazu ein beliebiges [almn € Z},,,, womit gilt, dass
ggT(a,mn) = 1. Wir konnen nun schlieflen, dass ggT(a,m) =1 und ggT(a,n) =1 gelten muss,
woraus folgt, dass [aln, € Z* und [al, € Z. Per definitionem ist f dann wohldefiniert.

Wir zeigen nun noch die Bijektivitat: Die Injektivitat ist aus [(i)| bekannt, zu zeigen bleibt
die Surjektivitit: Sei also [alm X [aly € Z}, x Z}, beliebig, aber fest. Wir miissen nun zeigen,
dass das Urbild [almn € Z7,,, also dass ggT(a,mn) = 1 gilt. Wir wissen, dass ggT(a,m) =
ggT(a,n) =1 gilt, wonach mit Satz[3.10]1,j,k,1 € Z existieren mit ia+jm =1 und ka+1In =1.
Wir multiplizieren die erste Gleichung mit n und setzen dies in die zweite Gleichung ein und
erhalten somit

1=ka+1l(ian+jmn) = (k+iln)a+ (lm)nm,

was mit erneuter Anwendung von Satz liefert, dass ggT(a,mn) =1.

(iii) Sei nun t > 1 ein gemeinsamer Teiler von m und n, also gelte n = n't und m = m’t. Wir
wollen zeigen, dass es in Zy, x Zn, kein Element der Ordnung mn = m'n’t? gibt, da daraus die
Nichtisomorphie der Gruppen direkt folgt. Wir zeigen also, dass alle Elemente aus Zy, X Zn
eine Ordnung < n'm't < n’m’t? = mn haben. Sei dazu ([alm, [bln) € Zm X Zn beliebig, aber
fest, so gilt n'm’t([alm, [bln) = (In'Mm’talm, (n'm’tbly) = ([0]m, [0ln) O
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Aus Satz folgt nun die beabsichtigte Rechenregel:

Korrolar 3.25 (¢@-Rechenregeln)
Seien n,m € N\{1} teilerfremd, so ist

Q(m-n) = #Z5 = #Z5 - #75 = p(m) - @(n)

Wir kommen nun zum kleinen Fermat’schen Satz, welcher die Grundlage fiir das RSA-
Verschlusselungsverfahren (Verfahren ??) bildet.

Satz 3.26 (Kleiner Fermat’scher Satz)
Seix € Z,n e Nund p € P, so gilt:

(i) ggT(x,n)=1= x®™ =1( modn)
(ii) p Yx=xP"'=1( modp)

(iii) xP =x( mod p)

Beweis:

(i) Sei also ggT(x,n) =1, so folgt aus Definition dass [xl € Z} und mit Korollar dass
ord([xln) | @(n), was dquivalent zu der Existenz eines o € N ist, womit gilt, dass @(n) =
o - ord([x]n). Damit gilt dann aber auch:

o] [yonan] — [mdtia)® ~ g0 1],

n n n n

(ii) Setze n =p in[(i)} so gilt mit Satz p)=p—1.

(iii) Wir unterscheiden zwei Falle, einerseits kann p kein Teiler von x sein, dann gilt xP~1 =1, was
auf die Aussage durch beidseitige Multiplikation mit x fuhrt. Andererseits kann p Teiler von x
sein, dann gilt x = 0 und damit xP? =0, also xP =x. O]

Wir wollen zum Abschluss noch einen Struktursatz endlicher abel’scher Gruppen kennenlernen:

Satz 3.27 (Struktursatz fur abel’sche Gruppen)
Jede endliche abel’sche Gruppe G ist isomorph zum Produkt

Zimy X Limy X -+ X Loy, Mg Mo | oo [y, myg > 1,k > 1.

Dabei sind die Anzahl k und die auftretenden Ordnungen m; mit ihren Vielfachheiten eindeutig
bestimmt.
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3.2 Anwendung: Kodierungstheorie — Prufziffern

Bei Datenuibertragungen sollen gewisse Fehler erkannt werden. In diesem Kapitel wollen wir uns
mit den algebraischen Grundlagen befassen.

Definition 3.21 (Information, Paket, Wort, Fehler)

Wir bezeichnen eine Teilmenge an Wissen, die einem Empfanger mittels Nachrichten tiber einen
Informationskanal zuganglich gemacht werden konnen als Information.

Wir bezeichnen denjenigen, welcher die Informationsiibermittlung anstofit als Sender,
denjenigen an den die Information gerichtet ist als Empfanger.

Zum Senden zerlegt man die Information in kleinere Pakete. Ein solches Paket nennen wir dann
Wort, welches wiederum aus einer endlichen Anzahl m € N an Zeichen — fiir uns sollen das
Ziffern sein — besteht, also dy,...,dmn € Z, wobei n:=#Z und - fir uns — Z C N gilt.

Wir sprechen vin einem Ubertragungsfehler, wenn die urspriingliche Nachricht von der
empfangenen abweicht.

Wir wollen fur die Fehlererkennung das Wort um ein Priifzeichen (Prufziffer) erweitern,
sprich ein d, ;1 € Z anhédngen. Das so erhaltene Tupel (dy,...,dyn+1) bezeichnen wir dann als
erweitertes Wort.

Wir definieren dann zur Berechnung der Prufziffer:
Definition 3.22 (Priifziffern)

Wir definieren eine Funktion f: Z™ — Z — bei uns gilt weiterhin Z := {O, eooyn—1 } — mit der wir
das Prufzeichen definieren als
dm—H = f(db---»dm)-

Wir definieren des Weiteren eine Priiffunktion P : Z™+! — 7, welche bei uns wie folgt arbeitet:

#0 Fehlers

P(dq,...,dm,d =d —f(dy,...,d
(d1y-- ey dmy A1) m (dry-eos m){:O vermutlich kein Fehler

Dabei ist f Sender und Empfianger bekannt.
Recht praktikabel und einfach ist es ein f der folgenden Struktur zu nehmen:

m m
f(dyy...,dm) :E—Zgi-diz Z(n—gi)di mod n,
i=1

i=1

wobei g; miti=1,...,m Gewichte heiflen, welche geeignet zu wahlen sind.
Damit gilt fiir obiges P, dass

m+-1
P(dh---)dm)dm-‘r]) = Z gidi mod n,

i=1

wobei g1 :=1.

Wir stellen uns nun die Frage wie die Gewichte zu wahlen sind. Ohne Beweis sei angenommen, dass
dies von der Art des Fehlers abhangt. Wir definieren deswegen:

Definition 3.23 (Fehlerarten)

Wir wollen Ubertragungsfehler wie folgt unterscheiden:

* Wenn sich hochstens ein d; unterscheidet, so sprechen wir von Einzelfehlern.

* Wenn nur ein d; und ein di;; permutiert wurden, so sprechen wir von einem
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Nachbarvertauschungsfehler.

¢ Wenn nur ein d; und ein dj mit i # j permutiert wurden, so sprechen wir von einem
Vertauschungsfehler.

Uns ist an dieser Stelle selbstverstandlich bewusst, dass dies nicht alle Fehlerarten abdeckt, fur
unsere Zwecke sollten diese allerdings gentigen.
Im Folgenden werde an des richtigen Wortes dy,...,dm|dm1 statt ein moglicherweise falsches Wort

djy...,dyld;, ., Ubertragen. Wir berechnen P(dy,...,d; ,;) = c’ und kennen damit [8], = [c —c'],.

3.2.1 Erkennung von Einzelfehlern

Satz 3.28 (Invertierbarkeit)

Ein [g]q € Z/=, ist invertierbar genau dann, wenn

Vx € {1,...,q—1}. [Q'X]q = [g]q‘[x]q # [O]q

Beweis:

«,

»="1 Sei [g]q invertierbar und [g]q - [x]q = [0]4 flir ein x € {1 yeoryq—1 }, so folgt unmittelbar, dass

»<="“ Ist [g]q nicht invertierbar, so ist nach Satz ggT(g,q) #1. E sei g >0, so gilt, dass l,a,b € N
existieren mit 1l > 2,a<gund b< qund g=1-aund q=1-b. Daraus folgt allerdings, dass
a-q=">b-g, womit ein Widerspruch folgt.

[a-qlq=Ilalq-[qlq=[alq-[0]q=[0]q =[b]lq-[glq ,dabe{l,...,q—1}

Satz 3.29 (Erkennbarkeit von Einzelfehlern)
Einzelfehler werden sicher erkannt genau dann, wenn

Vie {1,...,m}. [gilm ist invertierbar.

Beweis: Wir haben einen Fehler bei j =jy, wobei jo < n+ 1 unbekannt ist. Damit gilt dann

m+1
Bln = Z 9j(dj - dj/) = [Qjo(djo - dj/o)]n = [91'0]TL ) [dio - d]'/o]n'
j=1

n

Wir erkennen den Fehler, wenn [8] # [0],,, also muss fiur 0 < ’dio — d]-’0

< mn gelten, dass [gj,(d;, —
d)‘/o)]“ # [0]. Da die Differenz aber unbekannt ist und weil [—x],, = [n —x], gilt, verlangen wir
strenger, dass fur alled € {1,...,n—1}

[j,In - [dln # [0l gilt.

Nach Satz ist dies genau dann der Fall, wenn [gjo]n invertierbar ist. Da aber auch jy unbekannt
ist, verlangen wir diese Eigenschaft dann einfach von allen g;. O
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3.2.2 Erkennung von Vertauschungsfehlern

Satz 3.30 (Erkennbarkeit von Vertauschungsfehlern)

Vertauschungsfehler werden sicher erkannt genau dann, wenn

Vi,j € {1,...,m+1},1#j. [gi — gjlm ist invertierbar.

Beweis: Anstatt  der  korrekten  Nachricht  dy,...,di,...,dj,...,dmldmy1 werde
di,...,djy...,di,...,dm|dm41 lbertragen, wobei die Positionen T < i < j < m + 1 unbekannt
seien und d; # d;.
Wir folgern:
m+1
Bln=|) gi(dj—d))| =Ilgi(di—d;j)+gj(dj—di)ln
j=1 n

Wie schon beim Beweis zu Satz ergibt dies dann die Bedingung
ggT(‘gi—g” ,n)=1 fiurallei,je {1,...,m+1} miti#j,

was genau unserem Satz entspricht. []

Anmerkung

Ist n eine Primzahl und gilt zudem noch 0 < gjSn— 1furj=1,...,m+1, sosind die obigen
Bedingungen aquivalent zu

gj#0furallej=1,...,m+1 bzw. gi # g; fur alle i #j.

Bei nichtsimultanem Auftreten werden also alle Vertauschungs- und Einzelfehler erkannt.

Mit j =i+ 1 sprechen wir von Nachbarvertauschungsfehlern. Man kann die Bedingung abschwachen
und erhalt somit folgendes Korollar:

Korrolar 3.30 (Erkennbarkeit von Nachbarvertauschungsfehlern)

Nachbarvertauschungsfehler werden sicher erkannt genau dann, wenn

Vie {1 - .,m}. [gi — gi+1]m ist invertierbar.

3.2.3 ,Fehlerkorrektur”

Im letzten Teil wollen wir uns kurz die Frage stellen, ob wir einen Einzelfehler auch ,rekonstruieren
konnen. Im Allgemeinen ist das mit unseren Kodes nicht moglich. Ist allerdings eine Steille/Ziffer
d;, mit festem und bekannten i, unlesbar, so kann man die Prufziffer zur Rekonstruktion von d;,
verwenden, sofern [gio]n invertierbar ist. Zusammengefasst:

Satz 3.31 (Fehlerkorrektur)

Sei in einem Wort w = dg...dj,...dmldm41 di, unleserlich mit 0 < ip < m+ 1, so ist eine
Rekonstruktion moglich genau dann, wenn [g; ], invertierbar ist.

(s

Beweis: Wir wollen diesen Satz nun konstruktiv beweisen. Sei [ := {1 yeeeym 41 }\{io}, so gilt:

m+1
Pw)=Y gidi=0 modn & [gighnldighn+ Y_[gilnldils = 0l

i=0 iel
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Damit leiten wir die Rechenvorschrift fir d;, mit

[digln =—[gioJn' - ) _[gilnldiln

i€l

her. ]
Man kann diese Fahigkeit natiirlich mit anderen Kodes verbessern (— Reed-Solomon-Kodes).

3.3 RSA-Verschlusselung

In diesem letzen Kapitel in C3 wollen wir uns den ,alltaglichen” Nutzen von der euler’schen
Phi-Funktion @(n) und Primzahlen im Sinne der Verschliisselung kiimmern. Dazu betrachten wir
insbesondere das asymmetrische RSA-Verfahren, benannt nach den ,Erfindern“ R. Rivest, A. Shamir
und L. Adlemann. Doch zuerst wollen wir einige Grundbegriffe klaren.

3.3.1 Grundbegriffe der Kryptographie

Definition 3.24 (Kryptographie)

Kryptographie, von altgriechisch xpuntéc (,,verborgen”) und ypdgew (,schreiben), ist im
urspringlichen Sinne die Wissenschaft der Verschlisselung von Informationen.

Die zu verschliisselnde Nachricht wir also vorab in ,Pakete” € Z,, wobei n fest, eingeteilt. Damit
gilt:
Definition 3.25 (Nachricht)

Eine Aneinanderreihung von Wortern w € Z,,, mit festem n, nennen wir eine Nachricht.

Jedes Wort einer Nachricht wird dabei fur sich verschlusselt, wir stellen den Prozess der Ver- und
Entschlusselung wie folgt dar:

Definition 3.26 (Ver-/Entschliisselung)
Der Sender einer Nachricht verschliisselt diese durch das Anwenden einer bijektiven Funktion

En:Zn — Zn.

Der Empfinger entschliisselt diese Nachricht durch das Anwenden der Umkehrfunktion E;'.

Wir wollen nun noch Verfahren im Allgemeinen klassifizieren:

Definition 3.27 (Symmetrische Verfahren)

Bei symmetrischen Verfahren gilt E, = E:L]. Damit kann jeder, der verschliisseln kann, auch
entschliisseln.
Beispiele: Caesar, DES, Blowfish, 3DES, AES, Cast-256.

Definition 3.28 (Asymmetrische Verfahren)

Bei asymmetrischen Verfahren gilt E, # E;'. Der Empfinger veroffentlicht nun seinen
Verschliisselungsschliissel E,, nicht aber den Entschliisselungsschliissel E;;'. Deswegen ist bei
asymmetrischen Verfahren auch der Name , privater/offentlicher Schliissel-Verfahren“ (private-
public-key) gelaufig. Der Sender sollte dem Empfanger mit dessen E,, verschliisselte Nachrichten
zukommen lassen.

Man sollte in diesen Fallen sogenannte Einwegfunktionen fir E,, verwenden, also Funktionen,
bei denen man allein von Kenntnis von E,, nicht leicht auf E;! schlieBen kann. (Dies schliefit eine
gewisse Grofie von n ein, so dass sich Wertetabellen nicht zwangsldufig lohnen.)
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Beispiele: RSA, McEliece, Chor-Rivest oder Elgamal.

3.3.2 RSA-Verfahren

Verfahren 3.3 (RSA)
Ziel: Sender A mochte Empfanger ] eine verschlusselte Nachricht tibermitteln.

@ Der Empfanger ] bestimmt zwei wirklich grole Primzahlen p und q mit p # q und bestimmt
das Produkt n mit

n:=p-q.

@ Die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen ist (nach Definition [3.15) genau

e(m)=ep)-el@=p-1)-(q—T)

@ J bestimmt mit 1 < v < @(n) eine zu @(n) teilerfremde Zahl (bspw. also eine Primzahl mit
v > max{p, q}).

@ ] bestimmt weiter mit 1 < e < @(n) eine naturliche Zahl mit
vie=1 modoen)se=I[v]_
— Man verwende hierzu Verfahren und lose damit danne-v+1l-@(n)=1-

@ Im Folgenden werden nur noch die Zahlen e,v und n bendtigt, wovon J v und n
veroOffentlicht (sprich: A kann darauf zugreifen). e ist geheimzuhalten und p,q und @(n) zu
zerstoren!

A verwandelt die zu sendende Information in eine Ziffernfolge und zerlegt die Ziffernfolge
in kleinere, gleich lange Pakete Z; mit 1 <i < k.

@ Verschliisselung: A verschliusselt nun mit den 6ffentlichen Informationen v,n die Nachricht
mit der Beziehung

A ubermittelt dann die Ziffernfolge Cy,...,Cy an]J.
Entschliisselung: ] kann nun mittels e den Kode entschliisseln:

Z;=(C;)® modn.

Wir wollen nun die Korrektheit des Verfahrens zeigen. Beweis: % : Zy"° = Z; mod n.
Nach Definition von eist e-v=1+1-@(n), also gilt
(e =z =z (28

1

Fur [Zi]n = [0]n, das heiflit Z; =k - n, ist also die Behauptung trivial.
Nach Satzist also (Z;)°™ =1 mod n, falls ggT(Zi,n) =1, womit die Behauptung folgte.
Fur ggT(Zi,n) > 1 betrachten wir die Primfaktorzerlegung (— Satz von Z; und stellen fest,
dass fir sie gilt

Li=p1--pk<p-q,
sie also entweder p oder g enthalten muss. Beides ist allerdings nicht moglich, da sonst Z; > n.
Sei dann (E p | Z;, womit unmittelbar ggT(Z;,q) =1 folgt. Mit Satz folgt Ziq_1 =1 mod q
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und somit
Z;p(n) _ ng—ﬂ(q—ﬂ _ (Zf‘*] PT=1 mod q,

das heift (ZY)¢—Z; =0 mod ¢, was wiederum aquivalent zur Aussage
(Z))¢—2Z;=1-qist.

Nun ist p | Z;, womit gilt, dass [Z;], = [0], und somit auch [Zi]g'e = [0],. Damit gilt allerdings ebenso,
dass ein 1’ existieren muss mit
Z;/-e — Zi = l/p = ].q,

woraus abzuleiten ist, dass q | 1’ und somit 1’ =1"q gilt. Damit gilt aber auch
Ziy.e_zi:l//.q‘_p:l//.n
und somit dann die zu zeigende Aussage

(Z})*=2Z; modn.

Warum ist RSA so sicher?

Nach heutigem Kenntnisstand ist es sehr schwer eine groie Zahl n in das Produkt zweier
Primzahlen zu zerlegen und damit @(n) auszurechnen

Nach heutigem Kenntnisstand ist es sehr schwer in Z;,, mit groSem n, v-te Wurzeln zu ziehen.
Interessanterweise ist es das nicht in R oder Z. Hier schafft zum Beispiel das Newton-Verfahren

(Verfahren Abhilfe.
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